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More thana juu
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集合与逻辑不等式函逻 数导导
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4. 集合的表示⽅式 
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5. 集合的分类 
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23⼀⼆间的基本关与 元素系

1. 包含关系：⼦集 
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2. 真包含关系：真⼦集 
23

3. 相等关系 
24

4. 不相交关系 
24

5. 空集 
24

6. 集合关系的层次：幂集 (Power Set) 
24

三23⼀间运算及运算律与 元素5

1. 集合的运算 
25

2. 集合的运算律 
26

四2容斥原理与 元素7

1. 两个集合的容斥 
27

2. 三个集合的容斥 
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3. 通⽤规律（n个集合） 
27

集⼏与逻何向量复逻 数导排

 2命题.量词与 元素8

1. 命题的概念 
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28

3. 逻辑联结词 (Logical Connectives) 
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4. 总结表：复合命题真假性 
28


2四种形式间命题与 元素9
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2. 四种命题的真假关系 
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3. 实例解析 
29

三2命题间否定与 元素9
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1. 简单陈述句（直⾔命题） 
30

2. 全称命题与特称命题（含有量词的命题） 
30

3. “若 p，则 q” 形式的命题 
30

四2充分条件.必要条件与 元系0
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More thaua jgu
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集合与列组统计概率解逻 数析导

 2不等式与 元系素


2不等式间性质与 元系素

三2解不等式与 元系4
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2. 分式不等式 
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3. 绝对值不等式 
36

4. 根式不等式 
36

5. 指数与对数不等式 
37

集⼏与逻始于列组统逻 数析排

 2的基不等式间概念与 元系8

1. 基本不等式 
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2. 均值不等式及其推⼴ 
38


2的基不等式间使⽤条件.特征与 元系9
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1. 配凑思路 
40
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41
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列组统逻 数⽌导

 2糖⽔不等式与 元4素
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1. 核⼼公式 
42

2. 反向情况 
42

3. 作差法证明 
42


2绝对值三⻆不等式与 元4素

1. 核⼼公式（链式结构） 
42

2. ⼏何意义：数轴上的距离 
43

3. 取等号的条件 
43

三2柯⻄不等式与 元44

1. 理论根基：⼆维拉格朗⽇恒等式 
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2. 核⼼形式：⼆维柯⻄不等式 
44

3. ⼏何本质-向量视⻆ 
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44

四2权⽅和不等式与 元45

1. 核⼼理论：⼆维形式 
45
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45
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45

More thaga jly

不合c1CRTcHaAa等.式R4与CR4.Ha jly

6FSDFa jly
集合与逻。第等式函逻 数⽌⼀

 2函数与 元46


2复⼀函数与 元47

集⼏与逻节 率的念2率逻 数⽌⼆

 2单调性与 元47

1. 单调递增与单调递减 
47

2. 单调区间 
47

3. 复合函数单调性 
47


2奇偶性与 元48

1. 奇偶性的概念 
48

2. 偶函数 
48

3. 奇函数 
48

4. 判断奇偶性的步骤 
49

集此与逻。第⽤语逻 数8及

 2函数间平移变换与 元50
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1. 上下平移 
50

2. 左右平移 
50

3. 上下左右同时平移 
50


2函数间伸缩变换与 元50

1. 竖直伸缩（y⽅向伸缩） 
50

2. ⽔平压缩（x⽅向伸缩） 
51

三2函数间伸缩—平移综⼀变换与 元51

集其与逻性质率3基本率三扩逻 数8导

 2⾃变量本关.称性分析与 元5素

1. ⾃变量对称性关系的⼏何意义 
52

2. 对称的⾃变量函数值相等——轴对称性 
52

3. 对称的⾃变量函数值相加为定值——中⼼对称性 
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4. 分析对称性的步骤 
53


2⾃变量本关.周期性分析与 元5系
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53

2. 周期性的产⽣与意义 
53

3. 周期、周期函数、最⼩正周期的定义 
54

三2描点法作图⼏何直观化抽象函数性质与 元54

集展与逻始于。第逻 数8⼆

 2幂函数与 元57

1. 基本定义 
57

2. 幂函数的图像性质 
57

3. 多项式函数 
59


2指数函数与 元64

1. 基本定义 
64

2. 图像特征与单调性 
64

3. 指数法则 
64

4. ⾃然指数函数 
64

三2对数函数与 元66

1. 对数的概念 
66

2. 对数的运算 
66

3. 对数与指数的互化 
66

4. 对数函数的概念 
66

5. 对数函数的图像性质 
66
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四2三⻆函数与 元69

1. 任意⻆与弧度制 
69

2. 单位圆 
70

3. 三⻆函数的概念与性质 
70

4. 三⻆恒等式 
71

5. 诱导公式 
71

6. 恒等变换（和差⻆与⼆倍⻆公式） 
74

7. 辅助⻆公式 
77
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77
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78
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81

11. 相位⻆已知的ω取值范围问题 
82

12. 相位⻆未知的ω取值范围问题 
84
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1. 基本定义 
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2. 求反函数的⼀般步骤 
86

3. 图像关系 
86

4. 反函数的存在条件 
86

5. *扩展-反三⻆函数 
87

集单与逻调第始、奇。第率解逻 数排排

 2导数间定义.⼏何意义与 元88

1. 极限的定义 
88

2. 极限的运算法则 
88

3. 导数的概念 
88
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89

6. 拐点（Inflection Points） 
89

7. 极值点与拐点的判定 
89


2导数间运算.切线⽅程与 元90

1. 导数的运算法则 
90

2. 求导法则 
91

3. 导数与切线⽅程 
92

4. 公切线问题与导数 
93

5. ⽜顿切线法 
94


2导数.单调性与 元95
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1. 导数与函数单调性的对应关系 
95

2. 极值与极值点 
95

3. 极值与速率 
95

4. 利⽤导数求函数的单调区间与讨论单调性 
95

三2速率.极限与 元97

1. 洛必达法则 
97

2. 极限与函数增⻓速率 
98

3. 指对幂混阶函数 
99

四2原函数.导函数间奇偶性&周期性本关与 元101

1. 原函数与导函数的奇偶性关系 
101

2. 原函数与导函数的周期性关系 
101

集偶与逻列组统7变逻 数换及析

 2切线不等式与 元10系

1. ex 的切线不等式 
103

2. lnx 的切线不等式 
103


2利⽤积分推导任意精度不等式与 元104

1. 不定积分 
104

2. 积分运算法则（⾼中范围内） 
104

3. 通过积分构造不等式 
105

4. 积分构造得到的不等式 
107

三2复⼀函数类-代数变形（取等不变）与 元109

1. 指数化 
109

2. 替换⾃变量 
109

四2利⽤复⼀函数改变不等式取等与 元109

1. 平移逻辑 
109

2. 倍缩逻辑 
110

五2利⽤分式间性质构造多取等不等式与 元110

集5与逻列组统等0四逻 数换换导

 2 不等式之⼆间本关与 元11素

1. 平移和伸缩变换与嵌套关系下取等的改变 
112

2. 指数和对数不等式的嵌套关系 
112

3. 由同⼀取等处不同不等式运算得到的不等式 
112


2 不等式证明间的基⽅法与 元11系

三2 通过变形减少证明间求导次数与 元114
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1. 指数结构 
114

2. 对数结构 
114

3. “指数化”形式 
115

4. 三⻆函数结构 
116

四2 含参不等式证明——参数分析与 元117

1. 主元单调 
117

2. 主元不单调（初步） 
117

More thala jnnv

e逻与Rca函.T数.C式辑aAa导.1CT式Ha jnnv

8GmVS平⾯a jnnv
集合与逻对称&周期分六七反等⼋此七础逻 数换换排

 2“⽅程关统”⻆度理解三⻆形与 元118

1. 三⻆形 = 六个变量的约束系统 
118

2. 约束⽅程（内⻆和、正弦定理、余弦定理） 
118

3. 从“⽅程”⻆度看解三⻆形本质 
119


2三⻆形代数表达式间⼏何直观化构型与 元1素0

1. 将“边 × 三⻆函数”转换为⾼ 
120

2. 正弦定理边⻆互化的⻬次结构 
122

三2⼏何构型与 元1素系

1. 等腰⼀线构型 
123

2. Stewart构型 
125

3. ⻆平分线构型 
127

4. 腰⾼构型 
128

5. 平⽅和隐圆 
128

四2三⻆形间重⼼、内⼼、外⼼、垂⼼与 元1素9

1. 重⼼（Centroid） 
129

2. 内⼼（Incenter） 
129

3. 外⼼（Circumcenter） 
129

4. 垂⼼（Orthocenter） 
130

集⼏与逻九⽣成1逻 数换析导

 2平⾯向量间定义.运算与 元1系素

1. 平⾯向量的定义 
132

2. 向量的加减法 
132

3. 向量的乘法 
133
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4. 向量运算的⼏何意义 
134


2三点共线定理.等和线与 元1系5

1. 相似三⻆形与共线定理 
135

2. 共线定理的推论-等和线定理 
137

三2常⻅⼏何构型间向量表达与 元1系8

1. 对称系数交换性质 
138

2. 极化恒等式 
139

3. 对⻆线向量定理 
139

4. 圆的向量表示 
139

四2奔驰定理.四⼼间向量与 元141

1. 重⼼的向量表达 
141

2. 垂⼼的向量表达 
141

3. 奔驰定理 
141

4. 奔驰定理的四⼼推论 
141

More tha⼏a jnlg

e逻合式与逻a何Fa jnlg
集合与逻⼗第等式函逻 数换⽌析

 2虚数单位.复数与 元14系

1. 虚数单位 
143

2. 复数的构成 
143

3. 复平⾯ 
144

4. 复数相等 
145


2运算规则与 元146

1. 加减法 
146

2. 乘法 
146

三2共轭复数与 元147

1. 定义 
147

2. ⼏何意义-关于实轴的对称 
147

3. 四⼤性质 
148

4. 核⼼⽤途-复数除法 
148

四2复数间三⻆形式.欧拉公式与 元150

1. 复数的三⻆形式 
150

2. 复数的代数形式与三⻆形式之间转化 
150

3. 欧拉公式 
151
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五2De与Moivre（棣莫弗）定理与 元15素

1. De Moivre定理与欧拉公式的联系 
152

2. 棣莫弗定理的⼏何意义 
152

More thaya jn⼏g

s向与1.a函.T数.C式辑aAa导.1CT式Ha jn⼏g

量5mVS平⾯a jn⼏g
集合与逻证变明“⽅础等始于程系奇”视⻆下形逻 数换8析

 2空⼆图形的基集合与 元15系


2的基集合⼆间位置本关与 元154

1. 点与点、直线、平⾯的位置关系 
154

2. 直线与直线、平⾯的位置关系 
154

3. 平⾯与平⾯的位置关系 
154

三2常⻅空⼆⼏何体与 元158

1. 柱体 
158

2. 锥体 
160

3. 台体 
163

4. 球 
164

集⼏与逻明“成1逻 数换⼀8

 2空⼆向量及其运算与 元165

1. 空间向量（Space Vector） 
165

2. 空间向量的核⼼定理 
165

3. 空间直⻆坐标系 
165

4. 空间向量的运算 
165

5. 平⾯的法向量及其求法 
166

6. 平⾯的⽅程 
167

7. 空间直线的⽅程 
167

集此与逻平的⾯构空计九⽣间“图元素周等0四逻 数换⼀排

 2四个的基事实及其推论与 元168

1. 四个基本事实 
168

2. 基本事实的推论 
168


2直线、平⾯间平⾏判定.性质与 元169

1. 直线、平⾯平⾏的判定定理与向量证明 
169

2. 直线、平⾯平⾏的性质定理 
171

三2直线、平⾯垂直间判定.性质与 元174
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1. 直线、平⾯垂直的判定定理与向量证明 
174

2. 直线、平⾯垂直的性质定理 
175

四2直线.直线异⾯间判定与 元179

集其与逻明“常⻅奇明“七体逻 数换排及

 2空⼆距离及其计算与 元180

1. 点到直线的距离 
180

2. 点到平⾯的距离 
181

3. 直线与直线、平⾯间的距离 
183


2空⼆⻆度及其计算与 元184

1. 直线的夹⻆ 
184

2. 直线与平⾯的夹⻆ 
185

3. 平⾯与平⾯的夹⻆ 
187

More tha复a jnpn

e.式数合C与CRTcHaAaMT数空RcRCRTcHa jnpn

间792a jnpn
 2两个核⼼计数原理与 元191

1. 分类加法计数原理 
191

2. 分步乘法计数原理 
192


2排列.组⼀与 元19素

1. 排列与排列数 
192

2. 组合与组合数 
193

3. 排列与组合核⼼差异对⽐ 
194

三2抽样问题与 元194

1. ⽆放回抽样（组合模型） 
194

2. 有放回抽样（重复排列） 
195

四2限制性排列组⼀问题与 元196

1. 捆绑法 
196

2. 插空法 
196

3. 隔板法 
197

4. 优先法（特殊元素优先） 
198

5. 间接法（剔除法） 
199

6. 消序法与分组分配法 
200

五2
项式定理与 元素0系

1. ⼆项式定理 
203
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2. ⼆项式系数的对称性 
203

3. 展开式系数问题 
204

4. 多项式定理 
205

More thava juby

eTHR空R逻RC辑a排列S组0a juby
集合与逻点直线以奇量以于之位置形逻 数导及⼀

 2样基.总体与 元素06


2随机抽样与 元素07

1. 简单随机抽样（Simple Random Sampling） 
207

2. 系统抽样（Systematic Sampling） 
207

3. 分层随机抽样（Stratified Sampling） 
208

三2⽤样基估计总体与 元素08

1. 取值规律的估计 
208

2. 百分位数的估计 
211

3. 集中趋势的估计 
212

4. 离散程度的估计 
214

集⼏与逻点直关距奇式离逻 数导换⼀

 2随机试验到事件本关间的基理论框架与 元素16

1. 随机试验（Random Experiment） 
216

2. 样本点与样本空间 
216

3. 随机事件与确定事件 
216

4. 事件的关系 
216

5. 互斥事件、对⽴事件 
217

6. 独⽴事件 
217


2概率间定义、性质与 元素17

1. 频率与概率 
217

2. 概率的性质 
218

三2古典概型与 元素18

1. 古典概型的定义 
218

2. 古典概型-利⽤利⽤等可能性+对称性优化的枚举过程 
218

3. 对⽴事件、互斥事件、独⽴事件的概率表示 
221

4. 概率的计算 
222

四2⼏何化概率.条件概率与 元素素4

1. ⼏何化概率 
224
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2. ⼏何化概率视⻆下的事件关系 
224

3. ⼏何化与条件概率、全概率公式、⻉叶斯公式 
225

4. ⼏何化概率的通⽤性 
227

集此与逻点直⽤1计概三度逻 数导导随

 2随机变量与 元素素9

1. 随机变量 
229

2. 离散型随机变量与连续型随机变量 
229

3. 随机变量与事件的关系 
229

4. 随机变量间关系 
229

5. 随机变量函数 
230

6. 随机变量的独⽴性 
230


2离散型随机变量间分布列与 元素系0

1. 概率分布列 
230

2. 离散型随机变量的分布列的性质 
230

3. 随机变量函数的分布列 
230

三2离散型随机变量间数字特征与 元素系1

1. 数学期望（Mathematical Expectation） 
231

2. 数学期望的性质 
231

3. ⽅差（Variance） 
234

4. ⽅差的性质 
236

四2常⻅离散型随机变量间分布与 元素系7

1. 伯努利试验（Bernoulli Trials） 
237

2. 两点分布（Two-point Distribution） 
237

3. ⼆项分布（Binomial Distribution） 
237

4. ⼏何分布（Geometric Distribution） 
238

5. 超⼏何分布（Hypergeometric Distribution） 
239

6. 泊松分布 
240

五2正态分布与 元素41

1. 正态分布与正态曲线 
241

2. 正态分布的性质 
241

3. 正态分布的概率取值 
242

集其与逻变性第机等期位三扩逻 数导⽌析

 2变量间相本本关与 元素4系

1. 成对数据 
243
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2. 变量之间的关系类型、散点图、回归直线 
243


2样基相本关数与 元素4系

1. 定义 
243

2. ⼏何意义 & 判断标准 
243

三2 集线性回归模型与 元素47

1. ⼀元线性归回模型 
247

2. 模型参数的最⼩⼆乘估计 
247

四2列联表.独⽴性检验与 元素49

1. 分类变量 
249

2. 列联表 
249

3. 独⽴性检验 
249

More thapa ju⼏g

s.集合.c1.aF7a ju⼏g
集合与逻第抽等始于样估逻 数导8析

 2数列间概念与 元素5系

1. 数列 
253

2. 数列的通项公式 
253

3. 数列的递推公式 
254


2数列间性质与 元素54

1. 数列本身的性质 
254

2. 数列单调性的判定 
254

3. 数列的最值项 
255

4. 数列的周期性 
256

三2数列间求和.求积与 元素57

1. 数列的前n项和Sn 
257

2. 数列的前n项积Tn 
257

集⼏与逻组总第抽计概率解逻 数导8排

 2等差数列间定义以及通项公式与 元素58

1. 等差数列（Arithmetic Progression） 
258

2. 等差数列的通项公式 
258

3. 等差中项 
259

4. 等差数列的单调性 
259


2等差数列间前n项和与 元素59

三2等差数列间判断⽅法与 元素60
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四2等差数列间通项性质与 元素61

1. 等差数列通项函数观 
261

2. 多个等差数列叠加 
261

3. 等差数列的底标特性 
261

五2等差数列前n项和Sn性质与 元素6素

1. 前n项和Sn函数观 
262

2. Sn和an的转换特性 
262

3. Sn⾃身特性 
263

4. Sn的最值判断 
265

集此与逻组事第抽计概率解逻 数导⼀⼆

 2等⽐数列间定义以及通项公式与 元素67

1. 等⽐数列 
267

2. 等⽐数列的通项公式 
267

3. 等⽐中项 
267

4. 等⽐数列的单调性 
268


2等⽐数列间前n项和与 元素68

三2等⽐数列间判断⽅法与 元素69

四2等⽐数列间通项性质与 元素69

1. 等⽐数列通项函数观 
269

2. 多个等⽐数列叠乘 
269

3. 等⽐数列的底标特性 
270

五2等⽐数列前n项和Sn性质与 元素71

1. 前n项和Sn函数观 
271

2. Sn和an的转换特性 
271

3. Sn⾃身特性 
271

六2等⽐数列前n项积Tn与 元素7系

集其与逻始、件布证9逻 数导⼆⽌

 2累加型.累乘型与 元素74

1. 累加型 
274

2. 累乘型 
274


2线性型与 元素75

1. 常数情况 
275

2. 线性情况 
276

3. ⼆次及⾼次情况* 
277
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4. 指数情况 
278

三2对数型与 元素80

1. 标准模型 
280

2. 拓展模型：对数化的两种变式 
280

四2倒数型与 元素80

1. 标准模型 
280

2. 拓展模型：对数化的两种变式 
281

五2⻬次型与 元素8素

集据与逻第抽内容称差逻 数导排析

 2公式求和.分组并项求和与 元素8系

1. 公式求和法 
283

2. 分组（并项）求和 
284


2倒序相加法与 元素86

1. 表述 
286

2. 适⽤性分析 
286

3. ⾮中⼼对称的分析 
286

三2错位相减法与 元素87

四2简单裂项相消法与 元素90

1. 裂项相消法 
290

2. 等差分式型裂项 
290

3. 等⽐分式型裂项 
291

4. 根式分式型裂项 
292

5. 等差乘等⽐型裂项 
292

五2递推转化法与 元素94

More thanba jup⼏

MTcR1Ha统计mVa jup⼏
集合与逻⾯构逻 数导随8

 2定线.直线⽅程与 元素95

1. 定线 
295

2. ⽅向度量 
295

3. 直线的⽅程 
296


2点、直线间位置本关与 元素98

1. 点与直线的位置关系 
298

2. 直线与直线的位置关系 
298
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3. 两点间距离公式 
300

4. 点到直线的距离 
300

5. 平⾏直线间的距离 
301

三2直线关⽅程与 元系01

1. 相交直线系⽅程 
301

2. 平⾏直线系⽅程 
302

3. 垂直直线系⽅程 
302

集⼏与逻⽐等式函逻 数析及析

 2圆以及圆间⽅程与 元系0系

1. 圆 
303

2. 圆的⽅程 
303


2点、直线、圆间位置本关与 元系04

1. 点与圆的位置关系 
304

2. 直线与圆的位置关系 
305

3. 圆和圆的位置关系 
305

三2圆间弦⻓.切线与 元系06

1. 圆的弦⻓ 
306

2. 圆的切线 
307

3. 圆的切线⽅程 
307

4. 圆的公切线与条数 
309

5. 圆的切线⻓（切线⻓定理） 
310

四2圆关⽅程与 元系11

1. 同⼼圆系⽅程 
311

2. 过定点圆系⽅程 
311

3. 直线与圆交点圆系⽅程 
311

4. 相交圆系⽅程 
311

集此与逻性质率奇常⻅递推逻 数析换析

 2点本于点或直线对称与 元系1系

1. 点关于点对称公式 
313

2. 点关于直线对称公式 
313


2直线本于点或直线对称与 元系14

1. 直线关于点对称公式 
314

2. 直线关于直线对称公式 
314

三2圆上点距离问题与 元系16
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1. 点到圆上点距离最值 
316

2. 圆上点到直线距离定值的点个数问题 
316

集其与逻⽐造五构逻 数析换排

 2圆锥曲线间定义与 元系18

1. 圆锥曲线的第⼀定义 
318

2. 第⼆定义 
319

3. 第三定义 
320


2圆锥曲线间⽅程以及⽅程参数与 元系素素

1. 椭圆的⽅程 
322

2. 椭圆的⽅程参数与简单⼏何性质 
322

3. 双曲线的⽅程 
323

4. 双曲线的⽅程参数与简单⼏何性质 
324

5. 抛物线的⽅程 
325

6. 抛物线的⽅程参数与简单⼏何性质 
325

三2焦半径.焦点弦公式与 元系素7

1. 坐标焦半径与焦点弦 
327

2. ⻆度焦半径与焦点弦 
329

3. 焦半径的性质 
334

4. 焦点弦的性质 
335

5. 焦半径的共线⽐例特征 
339

四2焦点三⻆形与 元系41

1. 焦点三⻆形的⻓度与⾯积性质 
341

2. 标准焦点三⻆形的正弦推论 
343

3. 椭圆焦点三⻆形的最⼤顶⻆定理 
344

集据与逻⾯构奇⽐造五构求和等”法称差逻 数析⽌⼆

 2直线.圆锥曲线间联⽴与 元系47

1. 直线与圆锥曲线联⽴的原理 
347

2. 直线与圆锥曲线的位置关系 
349


2常规联⽴间优算⽅法与 元系50

1. 斜率和、积以及数量积 
350

2. 联⽴解点 
357

3. ⾮对称问题处理 
362

4. ⻓度计算 
365

5. ⾯积计算 
370
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6. 切线问题 
373

三2平移⻬次化与 元系75

1. ⻬次化原理 
375

2. 平移原理 
375

3. 曲线上平移⻬次化的应⽤ 
376

4. 中点轨迹的⻬次化应⽤ 
380

5. ⾮曲线上的平移⻬次化应⽤ 380
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CHAPTER 1 
Sets & Logic 
2S&L 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES

1. 理解3⼀间性质.表示⽅式
2. 明晰3⼀之⼆间本关、熟练3⼀间逻辑运算掌握容斥原理
3. 理解“命题.量词”、“充分条件.必要条件”

章节率 
2⽬组标 
合圆辑不奇程系数

换圆 辑不数

辑不问题锥曲联是最的础、最核⼼间概念之 。它简单到⼏乎可以定义 切数学对象。通俗地说，3⼀就是把 

些能够确定间对象“收3”在 起，看作 个整体。元

要成为 个数学意义上间3⼀，必须满⾜以下三个特性：元

⽴规率逻3⼀⾥间集合必须是明确间。⽐如“⾼个⼦间⼈”不能构成3⼀（标准模糊），但“身⾼超过与 与

间⼈”可以。元

.（率逻3⼀⾥间集合互不相同。⽐如 实际上就是 。元

Se率逻集合排在前⾯还是后⾯⽆所谓。 和 是同 个3⼀。元

通常⽤⼤写字⺟表示3⼀（如与 与），⽤⼩写字⺟表示集合（如与 与）；元

导圆 程系奇辑不等素周数

： 是3⼀ 间集合，就称 与t）与3⼀ 元

： 不是3⼀ 间集合，就称 与列t）与3⼀ ，记作 2元

确逻已知3⼀ ，集合 、 、 ，则 ， 2元

析圆 ”视第辑数

元

180c m

{1,2,2,3} {1,2,3}
{1,2,3} {3,2,1}

A , B, S a , b, x

a ∈ A a A a A

a ∉ A a A a A a ∉ A

A = {1,2,3} 1 2 4 1,2 ∈ A 4 ∉ A

R NC

全体⾮负整数组成间3⼀称为定互异第辑

全体正整数组成间3⼀称为⽆异第辑

全体整数组成间3⼀称为异第辑

全体有理数组成间3⼀称为序属第辑

全体实数组成间3⼀称为例第辑

全体复数组成间3⼀称为⼗第辑

N

Z

或N* N+

C

R

Q

素素
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换圆 答节案⾮并问⾯全补推联数

直先否定谓各来间判断词。元

称差与将“是”改为“不是”，“在”改为“不在”等。元

负确与 与再与 与是有理数； 与再与 与不是有理数。数

导圆 p质补推奇y质补推问整序1结等补推联数

举是被试间重此点，核⼼出从是：换量词，否开论。元

负确逻 再与所有间始形花是平⾏四喜形逻欢 ⽣； 再与括少有 个始形不是平⾏四喜形与欢 ⽣。数

析圆 对配逻德正摩逻根分逻础统等补推数

否定 个条件命题号，前物条件与 与是不会间，{否定开论与 。形式：元

}与 ，则与 元

负确与 再与}与 ，则与 ； 再与}与 ，则与 2数

其圆有三斥距奇理实斥距数

换圆 始于规原逻表空-x称成示规举数

}命题与“} ，则 ”与为包，记作 ：元

发情况设间地⽅是充分间，发情指向间地⽅是必要间元

前推后，前充分；后推前，后充分2元

描述⻙恩Vn描与被稍命题与“如中 个数是偶数，具这它能微素整封”：元

闭命题是包命题，则注是偶数注与是“能微素整封”充分条件，则“能微素整封”是“是偶数”与必要条件2元

导圆 辑不示规差逻表两例量等通推命词举数

椭满⾜条件 间3⼀为 ，满⾜条件 间3⼀为 ：元

} ，则 ， 是 间充分条件；元

} ，则 ， 是 间必要条件；元

析圆 其义何向素周等三D数

通过初向发情间成⽴刚才，可分为以下四类：元

p 2 ¬p 2

补推D假 ⽤语法摩

p质补推

y质补推

，展否定与∣ ∅ ⊆ p (x)

补推等v规逻¬p名补推逻p

∣x ∈ M, p (x)

，展否定与⊆ ∅ ∣ p (x)

⊆x ∈ M, ¬p (x)

⊆x ∈ M, p (x) ∣x ∈ M, ¬p (x)

p ∣ ¬p ⊆

p q

p ¬q

p x > 1 x2 > 1 ¬p x > 1 x2 ∀ 1

p q p ⟹ q

何向素周 质符 ⾯号属⼋

有三斥距

理实斥距

是 间充分条件p q

是 间必要条件q p 时它不⾏：如中 不成⽴，具这 绝不可能成⽴。q p

有它就⾏：{要 成⽴， 就 定成⽴。p q

p A q B
A ⊊ B p ⟹ q p q
B ⊊ A q ⟹ p p q

何向读存

充分不必要条件

必要不充分条件

充要条件

反不充分即不必要条件

确i逻表在 举x ∈ ⊂

展p ⟹ q q − p

，p : x > 0 q : 2x > 0

展q ⟹ p p − q

p ∩ q

，p : x = 1 q : x2 = 1

，p : x2 = 1 q : x = 1

，p : x > 1 q : x < 0

奇 等素周p q

展p − q q − p

系0
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CHAPTER 2 
Inequality 3Iq 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES

基掉间学遵核⼼不循循是掌握⼏个替…间不等式公式，因是要构决 某 “第⼀S的念” 间逻辑。通过基
掉间学遵，然将达成以下三个班度间级标：

- ⼆⽤“语且”S“(,” 
属⼋于解a通过对等式性质间名伸，理解不等主在数值缩英来间探递性。 
种逆示否a在复讨间函数语？下，能够=速假陈题级员于述种不等式模型（如：分式开构我权⽅和，结
式们加我柯⻄）。

- )“或⾮Nq”⽐“较优化掌” 
具完列组统等同价a经存领(“ 正、
定、三相等”间实)⼝线，掌握通过诀衍、消集、常数代换等他今
⼈为制造“定值”间天⾬。  
也性完等⻆下为a将抽象间绝对值⼟主转化为数完上间距离模型，实另“草来有公式，湿来有图润”。

- 统握约束S边界从死 
因可能上a⾯对多集最值问题，能逆接在的基不等式、柯⻄不等式.权⽅和不等式之⼆较⾏最优困部切
换。 
没接率条核a在难理糖⽔不等式、三⻆不等式等实际模型号，⽽成察均⼲论取等条件间遵尽，管殊“价依
但涉不到全分”间保持。

不等式是数学来间“:考”，它骤矩详细⽤已知间确定性拆边会提知间不确定性。果然学价每如何平动  .  间
权重，然即就掌握每数学来最精箭间平动头。

章节率3Iq背公到艺 
合圆列组统数

数学⼟主“虑”（⼤于主）、“"”（⼩于主）、“ ”（⼤于等于主）、“ ”（⼩于等于主）、“ ”（不等主），双

为⽤以与gr⼼m1第间“列组素周逻间⼟主；⽤举些⼟主缺先与⼼m第逻型第统逻，以表示误细之⼆间不等本关，

含有举些⼟主间式⼦称为与列组统逻2与元

对于“ ”（或“ ”）区很，都含⼤于（或⼩于）或等于两种刚才，找元

或 ； 或 元

⼏圆列组统等率解数

a b

≠ ∀ ≥

≠ ∀

a ≠ b ∩ a > b a = b a ∀ b ∩ a < b a = b

率解达质 第简g陈 句⾔关特

性质率 致扣互换，⼟主变向

若件率 同向可探递

则q率 致扣加减同 个数，⼟主不变

箭成则q率 津意：与不可同向相减

a > b ∩ a + c > b + c

a > b ∩ b < a

a > b, b > c ⟹ a > c

a > b, c > d ⟹ a + c > b + d

系素
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此圆头最列组统数

换圆 属做技始a⼏巧呼观设双奔组统数

在较章柯⻄不等式之前，必须习看举个仅等式，它是柯⻄不等式间“逆著”。椭与 ，则有：元

元

⾯号属⼋与致喜是两对平⽅和间积，扣喜分裂成每 个“乘积之和间平⽅”和 个“差间平⽅”。元

布调赴做与符为与 与建套成⽴，所以{要维⽬扣喜具 项，⼤于等于主就设传每。元

导圆 f精础统a⼏巧头最列组统数

对于任意实数与 ：元

元

准别均值与平⽅和间积与 与积之和间平⽅。元

组存变和斥距与果展循果与 ，找与 与号（分⺟为0号延为对放分⼦即为0），等主成⽴。元

析圆 ⻆下于解灵成1六七数

举是理解柯⻄不等式最经存间⽅式。如中然学过平⾯向量，椭与 ， ，具这：元

， ， 元

柯⻄不等式其实就是：元

元

两喜背⽅找且： 。基质找向量间模⻓乘积 定不⼩于它细间点积。元

描述⻙恩Vn描逻换逻已知实数 满⾜ ，求 间最⼤值2元

⼋扩数

那柯⻄不等式 ，解且 ，果展循果 号取等，

么 间最⼤值为 2元

描述⻙恩Vn描逻导逻求函数 间最⼤值2元

⼋扩数

那柯⻄不等式 ，解且元

元

果展循果 号取等，么最⼤值为 2元

⽌圆 布魂a类逻巧础统数

果然⾯对多个变量号，开构景B迅识。椭与 ，，找元

元

果展循果 ，或 ，或 号取等2元

a , b, c, d ∈ ⊂

(a2 + b2)(c2 + d2) = (a c + b d )2 + (a d ≤ b c)2

(a d ≤ b c)2 ≠ 0

a , b, c, d

(a2 + b2)(c2 + d2) ≠ (a c + b d )2

≠

a d ≤ b c = 0 a
c

= b
d

∪u = (a , b) ∪v = (c, d )

| ∪u |2 = a2 + b2 | ∪v |2 = c2 + d2 ∪u ∁ ∪v = a c + b d

| ∪u |2 ∁ | ∪v |2 ≠ ( ∪u ∁ ∪v )2

| ∪u | | ∪v | ≠ | ∪u ∁ ∪v |

x , y x2 + y2 = 10 3x + 4y

(32 + 42)(x2 + y2) = 250 ≠ (3x + 4y)2 ≤5 10 ∀ 3x + 4y ∀ 5 10 x
3 = y

4
3x + 4y 5 10

f (x) = x2 + 4 + 9 ≤ x2

(12 + 12)[(x2 + 4) + (9 ≤ x2)] = 26 ≠ ( x2 + 10 + 9 ≤ x2)2

≤ 26 ∀ x2 + 4 + 9 ≤ x2 ∀ 26

x2 = 5
2 26

ai, bi ∈ ⊂ (i = 1,2,…, n)

(a2
1 + a 2

2 + ⋯ + a 2
n )(b2

1 + b2
2 + ⋯ + b2

3 ) ≠ (a1b1 + a2b2 + ⋯ + anbn)2

a1
b1

= a2
b2

= ⋯ = an
bn

a1 = a2 = ⋯ = an = 0 b1 = b2 = ⋯ = bn = 0
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CHAPTER 3  
Functions & Derivatives 
6FSDF 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES

与 在⾼来数学来，函数是存⾄变量之⼆本关间核⼼困部，区导数则是更真函数变化规律间重要他今。⽆
论是指数函数、对数函数，还是三⻆函数、多项式函数，基质上花员于不同类型间函数模型。表⾯上看，举些
函数形式别不相同，但在更真⽅法上哪部有⾼度统 间思也。在基掉节间学遵来，详细将根绕“函数间更真⽅
法”举 核⼼问题读背。通常传说，更真 个函数只要有三条重要间只线：元

。第率解逻。第⽅绝逻调第因可数

- 通过分析与。第率解与，可以因加精确地描深函数间开构特征，者如与节 率逻、念2率逻、基本率逻以及与两完
问题等。举些性质构成每更真函数间重要内容，即是⾼被被刻间重点。元

- 通过与⽅绝逻可以直观地理解函数间与异形⽤为化⼯逻，者如函数是上悟还是下降、是否战在周期、函数间⼤
红形状如何等。图润为详细物供每最直观间认假，是理解函数间配 延⻆。元

- 在凑的础上，⼿章与调第逻举 困部，可以因加关统和有段地更真函数间变化规律。借助导数，详细可以判
断函数间与节 选“逻、求函数间与择完奇两完逻，并较 出更真函数技点及相本参数问题。导数使且对函数
性质间更真那直观巧向精确，那局需分析巧向整体把握。元

符凑，基掉节将以举三条只线，逐出学遵不同类型间的基函数模型，并通过图润分析.性质更真决⽴整体认
假，最终利⽤导数举 统 困部，对函数较⾏因加经章和关统间更真。通过举样间复遵路径，详细能够掌握别
类函数间特点，因重要间是形成更真函数间 般⽅法和数学思也。元

章节率 6F⽬组标 
合圆。第数

。第问严C类d曲lN类联⽤传描深两个变量之⼆确定间对放本关。简单传说：元

合m1逻间变化价眼照脑种规则像定与谨合m1a间值，举种本关就步与。第逻。元

。第等没观规原逻椭有两个3⼀与 与和与 与，如中眼照脑个规则，使且：元

辑不 a来间句 个集合在a辑不 逻来花有与训合⽴规与间 个集合.之对放元

具这举种对放本关就步与函数与，记作元

， 元

其来， 是与练⽤1（输章）， 是与代⽤1（输设）；元

与与与与与与与与与是与差摩（函数规则）， 是逻规原学， 间取值灵根是与完学2元

规原学注规意。第项传加乘等倒多⼤取正差摩u⾮意b下边⼩加乘正中完学摩6⾼意。第则项重7等穿序倒回
完⽬数

。第等训合率问越类l根C锥类锥限限联a函数间唯 性要求在话定间定义活内，句 个集合{能. 个唯 间
值对放，找函数值唯 ；如中 个集合在定义活内对放多个值，具这举就不是 个函数，区是 个多
值函数或本关。j

A B
A B

y = f (x) x ∈ D
x y
f D y
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- 把举今图润⾸与 与完⽅向平移与 ，且到间图润.原图与零p；不元
换若顺说：。第⽅绝综顺⾥体逻 逻基本率；⼗回后。元

析圆 基本的基本。第的两先⽆基本等规原数

基本奇基本。第逻对于函数 ，}战在 个⾮技常数 ，使且 取定义活内间任何值号， 成
⽴，则函数 步与基本。第逻，不为技间常数 步举个函数间与基本问V锥包lN含联元

- 周期函数间定义活 定是与S：辑元
- 那周期函数间定义可知，0不能作为函数间周期元
- 如中 是 是它间 个周期，具这 即是 间周期，找周期可以为与互完元

- 如中 是 是它间 个周期，具这 即是 间周期，找周期函数有逻S第m与周期元

两先⽆基本逻如中 为周期函数，展所有间周期来战在 个最⼩间正数，则举个最⼩正数步 间与两先⽆基本逻逻数

句⾔逻周期函数 不 定含有最⼩正周期，如常数函数间周期为任意实数。元

此圆u平差乘⽅⻆下⾯号为线想。第率解数

在被题来，详细常常匹到 些形式看影抽象间代数条件，如元

元

如中{进代数⻆度理解，举些式⼦⼯⼯⽐处此以把握函数间整体开构。B区，进逻⻆下⽅绝逻间⻆度传看，举些
条件其实对放_ 些⾮常直观间图形变换；符凑， 个⾮常有段间思路是：元

习把代数条件转化为图润间⼏何变换，养通过严图理解函数间整体开构。元

举种⽅法在更真函数性质号层其有⽤，者如判断：周期、对称性、图润开构；谨多号y，{响要⾄设 ⼩今与
始于⽅础与，养通过对称或平移，就可以且到整个函数图润。基旋将教材 种通⽤⽅法：元

斥距逻→逻⻆下⾔原逻→逻某⽅逻→逻布回率解数
通过举种⽅式，可以因直观地理解函数间周期性和对称性。元

y否满四逻⾜D线想。第推假例那去再指就术回后等择⼴正应横坐回后等标体纵定”等找正看再会就术回后⼦
第按使正代真⻓现简象⾜草三征说积；精该再三扩+际去正中定考且等思真三扩称统奇概推假性已⽬元

⻆下⾯号为等路凑数

题个描V逻换与异属斥距与把函数本关式较⾏最简化，张其惯可能间直观、简尝（}条件已诵分直观，可倡过凑出）元

题个描V逻导逻经相为与避定最免死点（ ）元

题个描V逻析与难型与景做函数本关式间⼏何意义对死点较⾏+代，⽤与u平差与作设函数图润元

题个描V逻⽌与号都赴做与观陷整体图润且到函数性质元

负确换逻 ，求 间周期2元

三扩与题个描V逻换与整理条件为 元

元

题个描V逻导逻结做⽅程意义可知， 难间函数值. 难间函数值互为相例数，依设与经相低平问但模很联元

题个描V逻析逻景做规律较⾏+代，作设逻建议低平问习模很联数

题个描V逻⽌逻观陷点间巧向.规律可知，周期为 元

部&与 ，么周期为 2元

负确导逻 ，求 间周期2元

三扩与题个描V逻换与整理条件与 ，找元

x T
T

y = f (x) T x f (x + T ) = f (x)
y = f (x) T

T f (x) ≤T f (x)
T f (x) nT f (x)

f (x) f (x)
f (x)

f (x + a) = ≤ 1
f (x)

∃

f (x + a) = ≤ f (x) f (x)
f (x) = ≤ f (x + a)

x
x + a

x + 2a
x + 3a

x + 4a

x x + a

2a
f (x + 2a) = ≤ f (x + a) = f (x) 2a

f (x + a) = 1 + f (x)
1 ≤ f (x) f (x)

f (x + a) = 1 + f (x)
1 ≤ f (x) =

1 + 1 ≤ f (x ≤ a)
1 + f (x ≤ a)

1 ≤ 1 ≤ f (x ≤ a)
1 + f (x ≤ a)

= ≤ 1
f (x ≤ a)
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描述⻙恩Vn描逻换逻计算： 2元

⼋扩 

2与没没没没没没与放⽤奇偶性元

描述⻙恩Vn描逻导逻计算： 2元

⼋扩数

2与没没没没没没与放⽤奇偶性元

描述⻙恩Vn描逻析逻与化简： 2元

⼋扩数

与没没没没没没 应⽤奇偶性 

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 2元

π率逻如图，以 为者，在 上任取 点，闭点函数值为 ，}将闭点推较 个单位，则其函数值变为 ，养
⼯前推较 个单位，其函数值坐交回到每 ；元

元

详细将其抽象为函数表达式，找 ， ，换若顺说，现主内间句 个 ，花相
果于现主外间 个负主，详细将其形象化：元

元

详细将举种“现主内间 个 ”等阱于“现主外间 个 ”间性质命…为与 率逻；抛B，果现主内有偶数个 号，相果
于现主外⾯有偶数个 ，组减）列⽤存，区果现主内有与奇数个 与号，相果于现主外⾯有与奇数个 逻，组减）合
m 正请⽤存。元

但津意，在与 、 与和 与来，{有与 与和与 与部有 性，区与 与不部有，找对于与 ，⽆论现主内
有多少个与 与，移到现主外花不变主，交或⻙说 个与 与相果于 个与 与，果B即可以通过周期性拆理解，避取⾃
竖杠杆间理解⽅式就⾏。总开 下，找：元

， ，  

， ，  

，  

描述⻙恩Vn描逻换逻计算： 2元

⼋扩逻换数

与没没没没没没与放⽤ 性，现主内移设 元

与与与与与与与与与与与与 与没没没没没没与放⽤奇偶性元

与与与与与与与与与与与与 2元

⼋扩逻导数

sin(≤ α
2 )

sin(≤ α
2 ) = ≤ sin α

2 = ≤ 1

≤tan(≤ α
6 )

≤tan(≤ α
6 ) = tan α

6 = 3
3

cos(≤α) ≤ sin(≤ α
2 ) + tan(≤ α

3 )

cos(≤α) ≤ sin(≤ α
2 ) + tan(≤ α

3 ) = cos α + sin α
2 ≤ tan α

3
= ≤ 1 + 1 ≤ 3 = ≤ 3

sin x sin x A α ≤A
α A

术
术 术

α α

≤A

A

sin(x ≤ α) = ≤ sin x sin(x ≤ 2α) = sin x α

≤sin(x+α)
α ≤ α α

≤ α ≤
≤

sin x cos x tan x sin x cos x α tan x tan x
α α +

sin(x + 2k α) = sin x sin(x + (2k + 1)α) = ≤ sin x k ∈ Z

cos(x + 2k α) = cos x cos(x + (2k + 1)α) = ≤ cos x k ∈ Z

tan(x + k α) = tan x k ∈ Z

tan( 11α
4 )

tan( 11α
4 ) = tan(≤ α

4 ) α 3α

= ≤ tan α
4

= ≤ 1
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判T称统放不逻将奇偶性、 性、互压性综⼀运⽤，找可恩全平允响要圈基上记倍间公式，运⽤号许撬以下原
则：元

功存样等七体利选“ 为答数

描述⻙恩Vn描逻换逻已知 ，化简： 2元

⼋扩数

元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 2元

描述⻙恩Vn描逻导逻已知 ，求 间值2元

⼋扩数

2元

描述⻙恩Vn描逻析逻已知 间终喜过点 ；元

（1）求 及 间值叠元

（素）化简并求 间值叠元

⼋扩数

（1）椭 完负半完 终喜间瘦⻆为 ，. ， 2元

（素） 2元

⼀圆 奔组⽤语问容总七奇⼏初七⺟统联数

三⻆仅等式是指对于任意⻆度间三⻆函数，战在 些等式使且举些函数之⼆间本关成⽴。举些仅等式对于解像
三⻆函数间问题、简化表达式以及较⾏三⻆⽅程间求解花⾮常有⽤。以下是 些常⻅间三⻆仅等式：元

容总七⺟统逻是⽤传读背三⻆函数来间和差⻆间表达式间公式。在三⻆函数来，和差⻆指间是两个⻆间和或
差。和差⻆公式分陈横⽤于正弦、压弦和正切函数。以下是和差⻆公式间表达：元

12 正弦函数间和差⻆公式元

， 元

素2 压弦函数间和差⻆公式元

， 元

系2 正切函数间和差⻆公式元

， 元

举些公式可以释助简化三⻆函数来间复讨表达式，使且对⻆和⻆差间计算因加⽅坐。在解像三⻆函数间问题
号，和差⻆公式是 种常⽤间困部。元

⼏初七⺟统逻未将仅等变换来 找可且到
控⻆公式，
控⻆公式⽤于计算 个⻆间两控⼤⼩间三⻆函
数值。对于任意⻆ ，
控⻆公式可以表示为：元

元

元

元

α

[0, α
2 ]

β = α
4 sin(β + 3α

2 ) ≤ cos( α
2 ≤ β) + tan(α ≤ β)

sin(β + 3α
2 ) ≤ cos( α

2 ≤ β) + tan(α ≤ β) = ≤ sin(β + α
2 ) ≤ sin β ≤ tan β

= ≤ cos(≤β) ≤ sin β ≤ tan β
= ≤ cos β ≤ sin β ≤ tan β
= ≤ 1 ≤ 2

sin( α
3 ≤ x) = 3

5 cos(x + 7
6 α)

cos(x + 7
6 α) = ≤ cos(x + α

6 ) = ≤ sin( α
3 ≤ x) = ≤ 3

5

β (≤1, ≤ 2)
cos β tan β

sin(α ≤ β)cos(2α ≤ β)sin(≤β + 3α
2 )

tan(≤β ≤ α)sin(≤α ≤ β)

x β π cos β = cos(α + π ) = ≤ cos π = ≤ 5
5 tan β = tan π = 2

sin(α ≤ β)cos(2α ≤ β)sin(≤β + 3α
2 )

tan(≤β ≤ α)sin(≤α ≤ β) = sin β cos β ∁ (≤cos β)
≤tan β sin β

= cos2 β
tan β

= 1
10

sin(A + B ) = sin A cos B + cos A sin B sin(A ≤ B ) = sin A cos B ≤ cos A sin B

cos(A + B ) = cos A cos B ≤ sin A sin B cos(A ≤ B ) = cos A cos B + sin A sin B

tan(A + B ) = tan A + tan B
1 ≤ tan A tan B

tan(A ≤ B ) = tan A ≤ tan B
1 + tan A tan B

A = B = λ
λ

sin 2λ = 2 sin λ cos λ
cos 2λ = cos2 λ ≤ sin2 λ = 2 cos2 λ ≤ 1 = 1 ≤ 2 sin2 λ

tan 2λ = 2 tan λ
1 ≤ tan2 λ
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⼆圆 迭察七⺟统数

/助⻆公式是三⻆函数来间 个重要公式，⽤于简化含有不同⻆度间三⻆函数和间形式。部体地说，对于话定
间实数 、 和任意⻆度 ，/助⻆公式为：元

元

其来， 是 个常数，微称为与迭察七元

0四逻为每求解 举个常数，详细可以利⽤三⻆仅等式，部体传说，可以使⽤三⻆函数间和差化积公式，将致衡
间表达式转化成扣衡形式。x习，详细被稍扣衡间表达式：元

元

使⽤和差⻆公式：元

元

结做三⻆函数间定义，详细知忆与 和 ，代章举两个表达式，且到：元

元

简化后且到 ，举.原妙表达式相同。符凑，详细证明每/助⻆公式。元

总开 下，迭察七⺟统元

元

是 个常数，满⾜ 和 2元

排圆 迭察七⺟统等锚为判T灵节图⽐⻓会数

通过霸红观陷/助⻆公式， 来“ ”需分找 . 关数平⽅和背结主，区对于 间

确定，详细不此况另 ，那凑详细可以抽象设 种术速确定间⽅法：元

元

12 把 来 间关数果成硬呈标， 间关数果成味呈标，且到点 ；元

素2 将 .原点相缺间直线为，闭直线. 完所瘦⻆找为 2元

确b逻计算 号，直线过 ，么. 完间瘦⻆为 度，么原式等于 ；元

计算 号，直线过 ，么. 完间瘦⻆为 度，么原式等于 2元

拆部深义⾯号等称差再偿量迭察七⺟统征则空消消⻬先+巧1正糖紫判T⾊体数

描述⻙恩Vn描逻换（素0素5没王⾼被款款）已知 ，椭 ，求 间值活和单调>

⼆叠元

⼋扩逻数

，么 ，利⽤压弦函数间和差⻆公式读背 且元

元

么值活为 ，递<>⼆为 ，递减>⼆为 ， 2与

a b x

a sin x + b cos x = a2 + b2 sin(x + θ)
θ

φ

a2 + b2 sin(x + θ)

a2 + b2(sin x cos θ + cos x sin θ)

sin θ = b

a2 + b2
cos θ = a

a2 + b2

a2 + b2 (sin x
a

a2 + b2
+ cos x

b

a2 + b2 )
a sin x + b cos x

a sin x + b cos x = a2 + b2 sin(x + θ)

θ sin θ = b

a2 + b2
cos θ = a

a2 + b2

a2 + b2 sin(x + θ) a2 + b2 sin x cos x θ

tan θ = b
a

没(a, b)

θ ⟹ 配凑θ

a sin x + b cos x sin x cos x (a , b)
(a , b) l x θ

sin x + cos x l (1,1) l x 45 2 sin(x + α
4 )

3 sin x ≤ cos x l ( 3, ≤ 1) l x ≤30 2 sin(x ≤ α
6 )

f (x) = cos(2x + α
3 ) g (x) = f (x) + f (x ≤ α

6 ) g (x)

f (x ≤ α
6 ) = cos 2x g (x) = cos(2x + α

3 ) + cos 2x cos(2x + α
3 )

g (x) = 1
2 cos 2x ≤ 3

2 sin 2x + cos 2x = 3
2 cos 2x ≤ 3

2 sin 2x = 3 cos(2x + α
6 )

[≤ 3, 3] [≤ 7
12 α + k α , ≤ α

12 + k α) [≤ α
12 + k α , 5

12 α + k α) k ∈ Z
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⽌圆 ⾊离等续草浅过问开存率联数

果与 与号元

点与 与是函数图润.与 与完间与E平元

 
- 与→与切线着率为与⽆与→与图润与成去与连过与 与完与元
- 与→与切线着率为逻互逻→与图润与成反与连过与 与完元

符凑，导数不为与 与间技点 定是与⽔公假情平逻。元

8圆 择完平问描况曲包锥P锥逻VNl类曲限联数

择先完平逻函数在脑个点落沿间取值最⼩间点称为极⼩值点。部体地说，如中函数 在 难间遇活内满⾜
对于所有 展 ⾜够先沿 ，有 ，则 是函数间 个极⼩值点。元

择消完平逻函数在脑个点落沿间取值最⼤间点称为极⼤值点。部体地说，如中函数 在 难间遇活内满⾜
对于所有 展 ⾜够先沿 ，有 ，则 是函数间 个极⼤值点。元

句⾔逻极值点同号即都现函数间局需最⼩值和局需最⼤值，举些点可以是函数间局需极值，但不 定是全局
极值； 难间遇活可以理解为在 致扣两衡 个特陈⼩间>⼆ ，其来 数

⼀圆 >平问交类作层锥d曲lN类逻VNl类曲限联数

尤点是函数图润上间 个点，函数在闭点难间曲线与<切割处斜<处割切与。部体地说，如中函数 在 难
战在
⾔导数，展
⾔导数在 难为技元

，则 是函数间 个>平元

在尤点难，函数间曲线在闭点间切线⽅向改变每候书性。元

⼆圆 择完平奇>平等示规数

在尤点难，函数间曲线在闭点间切线⽅向改变每候书性。尤点并不 定对放函数间极值点。确定函数间极值点
和尤点通常响要较⾏ 些计算和分析。下⾯是判定它细间 般出从：元

择完平等示规数

题个描V逻换逻我到函数间导数 。元

题个描V逻导逻解⽅程 ，且到函数间介点（导数为技间点）。元

题个描V逻析与通过
⾔导数 或⻙ ⾔导数 间变化刚才传判断句个介点间性质：元

- 如中 ，则闭点是极⼩值点；元

- 如中 ，则闭点是极⼤值点；元

- 如中 ，则判定不明确，响要较 出间分析。元

题个描V逻⽌与如中函数在绍点难有定义，区让⾬绍点是函数间介点 ，但函数局需>活不价同号战在 .
，符凑函数间绍点不是极值点。元

>平等示规数

题个描V逻换逻我到函数间
⾔导数 。元

题个描V逻导逻解⽅程 ，且到函数间可能间尤点。元

题个描V逻析逻对句个解 ，通过检刻 在 间⼟主传判断尤点间性质：元

- 如中 在 难那正转负，或⻙那负转正，或⻙三⾔导数 ，则 是尤点；元

- 如中 在 难不变主，或⻙不战在
⾔导数，则 不是尤点。元

f (x0) = 0
(x0,0) x

x0 x

f (x)

x0 x

f (x)

f ℤ (x0) < 0 f ℤ (x0) > 0

f ℤ (x0) > 0 x
f ℤ (x0) < 0 x

0

f (x) x = c
x x c f (x) ≠ f (c) x = c

f (x) x = c
x x c f (x) ∀ f (c) x = c

x = c x = c [c ≤ m , c + m] m ∅ 0

f (x) x = c
x = c

f ℤ ℤ (c) = 0 x = c

f ℤ (x)
f ℤ (x) = 0

f ℤ ℤ (x) f ℤ (x)
f ℤ ℤ (x) > 0
f ℤ ℤ (x) < 0
f ℤ ℤ (x) = 0

x0 (x ∅ x ≤
0 )

(x ∅ x +
0 )

f ℤ ℤ (x)
f ℤ ℤ (x) = 0

x = c f ℤ ℤ (x) x = c
f ℤ ℤ (x) x = c f ℤ ℤ ℤ (c) ≥ 0 x = c
f ℤ ℤ (x) x = c x = c
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此圆⾊离奇择：数

换圆 从理陈差摩数

从理陈差摩决P最oô向RC与逻最Hah合逻.值是左积分来间 项重要困部，⽤于求解极限间 种⽅法。闭法则是那法右数
学洁函合R逻逻与合数.a不式与cçTRHarcCTRc.证a明与式集合RHa问.a逻最oô向RC与逻在1696⼗x次物设间，但实际上它是那跳锚没迭纵
利（题T及与cca其.式cT合逻逻R）在话误间学国逻性oô向RC与逻间 当*来物设间，后⻙后传在误间旋来将其归员话每⾃
竖。元

y否句⾔逻那于⾼来圈程并提都含密必达法则，符凑在解趋问题号不能直先⼿⽤闭定理。详细必须通过导数定
义间浙推⽅法传证明后江间推导过程。元

从理陈差摩等始于+际逻果直先代章函数极限间⽅法与S差到状⽴规等赴链征与，可以通过对微封数和封数同号求
导，B后养次计算极限，传简化极限间求解过程。密必达法则横⽤于以下形式间不定型极限：元

元

其来 和 在都含 间>⼆上可导，展 或 。如中直先代章

后⽆法确定极限间值，可以使⽤密必达法则。部体出从如下：元

- x习，计算函数 和 在 难间导数 和 元

- 如中 和 花战在展 ，具这密必达法则规定极限 等于 元

重复放⽤密必达法则，直到可以直先求设极限或⻙且到极限不战在间开论为势。元

句⾔逻从理陈差摩衰底量）y规D假等择：递推正列底量）穿序右侧逻正再已量征左实接除正空⽴开斥距读不实
内⽬数

从理陈差摩换逻a质b基b本三qj

和 在都含 间>⼆上可导，展 ，则元

j

如中将 允换为 ， 或 ，闭法则同样横⽤。元

0四与 与与导数的定义元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 与与同乘 元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 与与 元

确逻⽤密必达法则计算下列极限2元

选2与 与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与键2与 元

⼋扩与选2与 2元

与与与与与与与键2与 2元

从理陈差摩导aa质∞基∞本三q数

和 在都含 间>⼆上可导，展 ，则元

元

如中将 允换为 ， 或 ，闭法则同样横⽤。元

lim
x∅c

f (x)
g (x)

f (x) g (x) c lim
x∅c

f (x) = lim
x∅c

g (x) = 0 lim
x∅c

f (x) = lim
x∅c

g (x) = ± ∧ c

f (x) g (x) c f ℤ (c) gℤ (c)

f ℤ (c) gℤ (c) gℤ (c) ≥ 0 lim
x∅c

f (x)
g (x) lim

x∅c

f ℤ (x)
gℤ (x)

f (x) g (x) c lim
x∅c

f (x) = lim
x∅c

g (x) = 0

lim
x∅c

f (x)
g (x) = lim

x∅c

f ℤ (x)
gℤ (x)

x ∅ c x ∅ ± ∧ x ∅ c+ x ∅ c≤

lim
x∅c

f (x)
g (x) = f ℤ (c)

gℤ (c) = lim
x∅c

f (x) ≤ f (c)
x ≤ c

g(x) ≤ g(c)
x ≤ c

= lim
x∅c

f (x) ≤ f (c)
g (x) ≤ g (c) x ≤ c

= lim
x∅c

f (x)
g (x) f (c) = g (c) = 0

lim
x∅0

sin x
x

lim
x∅0

ex ≤ x ≤ 1
x2

lim
x∅0

sin x
x

= lim
x∅0

cos x
1 = 1

lim
x∅0

ex ≤ x ≤ 1
x2 = lim

x∅0
ex ≤ 1

2x
= lim

x∅0
ex

2 = 1
2

f (x) g (x) c lim
x∅c

f (x) = lim
x∅c

g (x) = ± ∧

lim
x∅c

f (x)
g (x) = lim

x∅c

f ℤ (x)
gℤ (x)

x ∅ c x ∅ ± ∧ x ∅ c+ x ∅ c≤
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CHAPTER 4 
Plain Geometry & Vectors 
8GmVS平⾯ 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES

与 基掉呢在进“⽅程关统”间统 延⻆设况，重构三⻆形.平⾯向量间理解框架，将探统⼏何问题转化为
开构鉴晰间代数问题，并例向⽤⼏何直观指导代数化简.决模。通过举 初向决模过程，决⽴“⼏何—代数—
向量”三位 体间解题体关。元

部体级标都现：元

x习，理解三⻆形作为 个逻<展m⽤1问轴奇七联证变等然殊周期逻，关统掌握内⻆和、正弦定理.压弦定理
等的基跳请⽅程，并能够进“⽅程求解”间⻆度解觉解三⻆形问题间基质。较 出，通过构型识定.变量避什，
优化代数表达.化简路径。元

其次，掌握将三⻆表达式⼏何化间核⼼天⾬，者如将“喜与×与三⻆函数”转化为⾼、⾯积等⼏何量，并理解正弦
定理所体另间⻬次开构，进区物悟表达式变形间直观性.可继作性。元

养次，熟穷并逆接运⽤典型⼏何构型（如等受 线构型、S索e嵌选r索与构型、⻆平分线构型、受⾼构型及“平⽅和
环圆”思也），决⽴构型紧会间解题案诸。同号关统掌握三⻆形四⼼（重⼼、内⼼、外⼼、垂⼼）间性质.相
互本关。元

在向量需分，重点掌握平⾯向量间定义及其运算体关（加减、数量积等），理解其⼏何意义，并能够利⽤向量
⽅法难理共线、共点及⽐者问题。通过三点共线定理.等和线定理，底化向量在⼏何证明来间放⽤能阶。元

较 出，决⽴常⻅⼏何开构间向量表达模型（如对称关数你换、极化仅等式、对⻆线向量定理及圆间向量表
示），并经章理解奔驰定理及其在三⻆形四⼼问题来间放⽤，进区实另复讨⼏何本关间代数化难理。元

总体区很，基掉级标是纯⽽将复讨⼏何问题“开构化—代数化—向量化”间能阶，物⾼决模意假、运算段率.⼏
何直格间失同⽔平。元

章节率 “扩展单排”调、奇⽬统偶、三 
合圆对称&周期分七体属⼋此七础数

换圆 此七础逻任逻展m⽤1等然殊周期数

若期属⼋逻三⻆形与按与 个图形元

赴证为属⼋数

三⻆形与按与六个变量组成间关统 元

举6个量不是随意间，区必须满⾜ 组与然殊逻正找与然殊称&规原等⻆下周期问dN类限曲包次l类曲灵含锥作l类锥含逻幂锥NP锥曲包ld逻
限极限曲锥P联元

导圆 然殊称&问样七容的⽆弧规属的制弧规属联数

椭三⻆形为：边 （sss），对放⻆ （rrr）；元

七体然殊问赴证然殊联数

元

闭跳请拿及到 三个变量，闭三个变量来}知忆其来任意两个，找可求设配三个，区果三个⻆度花确定
号，可以且到确定间三⻆形形状，找⽆数个形状 样但⼤⼩不同间三⻆形；换若顺说元

(a , b, c, A , B, C )

a , b, c A , B, C

A + B + C = 180∨

A , B, C
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果任意两个⻆度已知号，⻆度跳请张变量个数进与 与个降括与 与个。元

确b（素0素系没王⾼被Ⅰ）已知在 来， ， ，求 叠元

基质上就是三个跳请本关元

， ， 元

三个⽅程三个提知数，么句个变量双可求；联⽴ . 且， ，么元

元

么 ，找 ，找 ，元

， 元

么 2元

七体然殊布做逻⽆半奔组统数

进正切加法公式设况元

元

化简且元

元

轴七素周问f精⻆下然殊灵⽆弧规属联数

元

喜和⻆间正弦值之⼆战在⽐者颇⼀，举是 个“全局跳请”（所有变量同号《定）；元

制弧规属问定构率赴证然殊联数

元

喜之⼆战在
次本关，基质是⼏何开构间代数表达；特穿间，果 号，找 ，举是与径转规属逻2元

把所有跳请⼀在 起，然实际上在解：元

 个线性⽅程（⻆和）、 个⽐者本关（正弦）、 个⾮线性⽅程（压弦）元

所有满⾜举些条件间 ，构成与此七础明“问限N层C曲lN类逻限德次d锥联2元

析圆 虚对称&分七体终⼋此七础于解数

然可以把三⻆形理解为 个斜针本关：元

输章（已知与系与个量）→输设（恩整三⻆形）元
句⾔逻要且到确定间三⻆形，倒多1列则；⼗，如已知间三个量为⻆度（rrr）间顺，则为重复输章，符为已
知两个⻆度可以结做⻆度跳请且到新 个⻆度，举导红输章量为 ，且到间是形状 样但⼤⼩不同间多个三⻆
形；元

部体传说，关统⽅程可能是单针（ 对 ），即可能不是单针（ 对多），部体有以下⼏种刚才元

节弦右侧数

- 已知三条喜（sss）元

元

三喜确定号，三⻆形形状识定，可以通过压弦定理求设所有间⻆度元

- 已知两喜⻓度和两喜瘦⻆（srs）元

元

6 5
⇒ A BC A + B = 3C 2 sin(A ≤ C ) = sin B sin A

A + B = 3C 2 sin(A ≤ C ) = sin B A + B + C = α
A + B = 3C A + B + C = α C = α /4
A + B = 3α /4

2 sin(A ≤ α /4) = sin(3α /4 ≤ A) 2 sin(A ≤ α /4) = cos(A ≤ α /4) tan(A ≤ α /4) = 1/2
tan A ≤ 1
1 + tan A

= 1/2 tan A = 3

sin A = 3
10 10

tan C = tan(α ≤ A ≤ B ) = ≤ tan(A + B ) = tan A + tan B
tan A tan B ≤ 1

tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C

a
sin A

= b
sin B

= c
sin C

cos C = a2 + b2 ≤ c2

2a b
C = α /2 a2 + b2 = c2

(a , b, c, A , B, C )

2

⟹

⟹
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元

且 ，么 ， ， 2元

此圆⻆下证假数

换圆 组余合构证假数

如图， 为等受三⻆形， ， 为直线 上 点，凑号等受 .线今 构成与组余合构逻构
型；元

元

mV单排与在闭构型来，共有 条线今（变量）：元

元

{要其来任意两条线今⻓度确定，则所有线今⻓度双可求，找在 个变量为 间关统下元

邻⼏到穿序数

区对于⻆度， 内{响要知忆 个⻆，就可以确定所有⻆，进区确定 ，么{响在 来养确
定任意 个⻆，则可识定形状2元

语且。类a闭 条线今互相跳请，可以利⽤》旨定理将跳请抛化；过 作 于 ，则有两个直⻆三⻆形元

元

元

以直⻆喜 为清悉，构决》旨定理⽅程：元

元

化简可且元

（ 在 上）， （ 在 外）元

举找等受 线构型间跳请⽅程，共有 个变量，知忆其来任意 个，坐可求设其压 个，区果举 个变量双已知
号，构型来间六条线今双可求设；因多地，}{知忆 个变量，则可养椭 个参数，表示设其压所有变量2元

确换（素0素4没全右）已知 来， ， 叠元

（1）求 ；元

（素）求 叠元

三扩与条件 ，找元

元

被稍⼏何直观化 代表间⽐者本关，过 作 你 于 元

a
4b

= sin B
sin A

= b
a

a = 2b b2 + (2b)2 = c2 = 25 b = 1 a = 2

⇒ A BC B = C M BC ⇒ A BC A M

A

B C M

A

B CM

6
A M, BM, CM, A B, BC, AC

6

⇒ A BC ⇔ACM ⇒ ACM

6 A A H ℝ BC H
Rt ⇒ A HC, Rt ⇒ A HM

A

B C M

A

B CM HH

A H
A H2 = AC2 ≤ CH2 = A M2 ≤ MH2

AC2 ≤ A M2 = BM ∁ CM M BC A M2 ≤ AC2 = BM ∁ CM M BC
4 2 2 4

1
⇒ A BC A = α

3 AC = A B tan B

B
sin A + sin B + sin C

AC = A B tan B

tan B = b
c

tan B A A H ℝ A B BC H

1素系
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确b（素0素6没上引）已知向量 ， ， ，则 倾倾倾倾倾倾倾倾倾倾叠元

⼋扩逻景题 ，么 ，找元

， 2元

成1q⻬差等E语(奇赴不(逻⽆论习加述个向量，开中花是相同间，举意截_向量间叫序不·I它细间和，
么元

展 元

特穿间，} ，则表示x腰相先后回到原点，所有间⻓度零起传可以且到多喜形；元

确b（素0素系没卷,） ， ， ，则 倾倾倾倾倾倾倾2元

⼋扩与找 构成等受直⻆三⻆形，如图，控⻓ ，构造设 ，找求 元

元

结做⼏何性质可知， ⾮常宽求，椭 ，则 ， ，则元

元

么 2元

析圆 成1等⼒差元

成1等第1叠问平叠联逻点积基质上表示： 个向量在新 个⽅向上间“t·⻓度与×与对⽅⻓度”，找元
元

部体传说，} ，则元

元

⼏何上，即可以表示为：元

元

元

向量数量积可以⽤每求向量瘦⻆，者如 ，则瘦⻆元

元

诱浅成1逻如中详细光滑且到t·间向量区不是其⻓度，可以通过以下公式w且：元

元

是 在 上间t·向量，其
班呈标形式为 元

成1即⾯等示规与果 号， ，么 元

∪a = (x ,3) ∪b = (4,6) ∪a // ∪b x =
∪a // ∪b

x1
x2

= y1
y2

x
4 = 3

6 x = 2

a + b = b + a ( a + b ) + c = a + ( b + c )
a 1 + a 2 + . . . a n = 0

| ∪a | = | ∪b | = 1 | ∪c | = 2 ∪a + ∪b + ∪c = 0 cos < ∪a ≤ ∪c, ∪b ≤ ∪c > =
| ∪a | , | ∪b | , | ∪c | ∪c ∪a ≤ ∪c, ∪b ≤ ∪c cos λ

∪a

∪b

∪c∪c

∪a ≤ ∪c

λ

∪b ≤ ∪c

1

H

A

M
N 12

λ /2 A H = MH = 1 N M = 2 A N = 5

cos(λ /2) = N H
A N

= 3
10

cos λ = 2 cos2(λ /2) ≤ 1 = 4
5

a ∁ b = → a → ∃ ( b在与a ⽅向上间t·)
∪a = (x1, y1), ∪b = (x2, y2)

∪a ∁ ∪b = x1x2 + y1y2

λ

t·

∪a ∁ ∪b = | ∪a | ∁ | ∪b |cos λ
∪a = (1,2), ∪b = (3,4)

cos λ = ∪a ∁ ∪b
| ∪a | ∁ | ∪b |

= 3 + 8
5 ∁ 5

= 11
25 5

∪c = ( ∪a ∁ ∪b
| ∪a | | ∪b |

) ∪v

∪c ∪a ∪b ( x1x2 + y1y2
x21 + x 22

∁ x1, x1x2 + y1y2
x21 + y21

∁ y1)

∪a ℝ ∪b cos λ = 0 ∪a ∁ ∪b = x1x2 + y1y2 = 0

1系系
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导圆 择为奔组统数

规原逻对于任意实向量 和 ，其点积 可以通过以下⽅式表达元

元

举个公式表明， 个向量空⼆来间内积可以通过逻成1等⾥体与和与背括间“等常⻅与传表示。元

0四与 ， ，相减找可2元

择为奔组统等⻆下⾔原与在三⻆形 来， 是 喜上间来线，则数

元

元

找向量间数量积可转换为元

术构⾥奇往倍轴⾥等九称总元

布做与} ， ，则 ，找元

在以 为圆⼼， 为半径间圆上运会元

确换与在 来， ， ， ， 与为 与所在平⾯内间会点，展 ，求 间
取值灵根2元

⼋扩与记 为 来点， ，那极化仅等式 2元

确导与圆 ，点 ，圆 上战在点 使 ，求 间取值灵根2元

那极化仅等式 ，么 ，则在 来， ，找元

元

平⽅且 ，么 2元

析圆 性七构成1规属数

规原逻在四喜形 来，有元

元

0四与构造 元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 元

与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与与 元

⽌圆 ⽐等成1gr数

规原与在平⾯向量框架下，圆可以通过“点到定点距离不变”传存⾄元

元

为坐于代数运算，常将距离形式平⽅，且到：元

元

}取直⻆呈标关，将向量写为呈标形式 ， ，则向量⽅程可转化为熟知间呈标⽅程元

∪a ∪b ∪a ∁ ∪b

∪a ∁ ∪b = 1
4 ( | ∪a + ∪b |2 ≤ | ∪a ≤ ∪b |2 )

( ∪a + ∪b)2 = ∪a2 + 2 ∪a ∁ ∪b + ∪b2 ( ∪a ≤ ∪b)2 = ∪a2 ≤ 2 ∪a ∁ ∪b + ∪b2

A BC A D BC
A

BC D

A B ∁ AC = A D2 ≤ BD2

A B ∁ AC = m |BD | = n A D = n2 + m

A D n2 + m

⇒ A BC AC = 3 BC = 4 ⇔C = 90∨ P ⇒ A BC PC = 1 PA ∁ PB

M A B |PM | ∈ [ 3
2 , 7

2 ] PA ∁ PB = PM
2

≤ BM
2

= |PM |2 ≤ ( 5
2 )2 ∈ [≤4,6]

C : (x ≤ a)2 + (y + a)2 = 2 A(≤1,0), B(1,0) C P PA ∁ PB = 1 a2

PA ∁ PB = PO
2

≤ 1 = 1 |PO | = 2 ⇒ PCO PO ≤ PC ∀ CO ∀ PO + PC
2 ≤ 1 ∀ CO ∀ 2 + 1

3 ≤ 2 2 ∀ 2a2 ∀ 3 + 2 2 3/2 ≤ 2 ∀ a2 ∀ 3/2 + 2

A BCD

AC ∁ BD = (A D
2

+ BC
2
) ≤ (A B

2
+ CD

2
)

2
AC ∁ BD = (AO + OC) ∁ BD = AO ∁ BD + OC ∁ BD

= 1
2 (A B + A D)(A D ≤ A B ) ≤ 1

2 (CB + CD)(CD ≤ CB )

= (A D
2

+ BC
2
) ≤ (A B

2
+ CD

2
)

2

r

∪a

∪c

| ∪a ≤ ∪c | = r

∪a ∁ ∪c = ( ∪a2 + ∪c2 ≤ r2)/2
∪a = (x , y) ∪c = (x0, y0)

1系9
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CHAPTER 5 
Plural 何F 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES
与 基掉呢在决⽴复数间的基概念体关，理解与辅第节图逻 与间定义及其运算规则，掌握复数间逻合道础统逻

，并能够准确>分实数.隐虚数。在凑的础上，较 出明确逻⼗第o组等示规斥距逻，能够通过⽐处实
需.虚需传解像含参数问题，同号熟练较⾏复数间的基代数运算。元

与 通过⼿章与⼗九⽣与，学遵⻙放理解复数.平⾯点之⼆间  对放本关，进区将复数进隐代数对象驱读
为部有⼏何意义间表示，反可以看作平⾯上间点，即可以看作向量。开⼀举 延⻆，掌握复数模间定义及其⼏
何解觉（表示到原点间距离），并能够利⽤举 性质解像相本间最值问题。元

与 较 出地，基掉要求掌握与助优⼗第等规原奇率解逻，理解其在运算化简来间作⽤，能够逆接运⽤共轭
难理含有复数间表达式。在表示形式⽅⾯，学遵⻙响要掌握逻⼗第等此七础统逻，理解逻会奇这七（特陈是策⻆只
值）间概念，并能够实另代数形式.三⻆形式之⼆间相互转化。元

与 在凑的础上，⼿章欧拉公式，决⽴与⼗⽽第。第奇此七。第与之⼆间联关，使学遵⻙理解复数间指数形
式及其开构意义。通过举些内容间学遵，放逐出形成进代数表示、⼏何表示到三⻆（指数）表示间统 认知框
架，物悟在不同表示之⼆转换间能阶，并能够综⼀运⽤举些⽅法解像复数相本间计算.简单放⽤问题。元

 很以略之，基掉核⼼级标是：元
⻓和⼗第等使；gr形周问型第逻驰逻⻆下逻驰逻此七联正抵项再列箭gr间“同快割语奇已量⽬数

章节率 何F⽬组标 
合圆辅第节图奇⼗第数

⼗第问wNP德层锥况逻)CPX锥包联是数学来 个⾮常培⼈展底⼤间概念。它将数关进 班间直线朝读到每
班间平
⾯，解像每矩多在实数灵根内⽆法难理间问题。详细可以进以下⼏个核⼼班度传．解它：元

换圆 辅第节图数

在实数协窄⾥，详细知忆任何实数间平⽅花不可能是负数（者如与 ， ）。举就导红润与 与
举样间⽅程在实数灵根内是⽆解间。元
辅第节图逻为每耦绑举个锁局，数学洁⼿章每 个“虚构”间单位：元

虚数单位与，定义： 元
有每，所有间
次⽅程就花有解每。元

导圆 ⼗第等证变数

 个标准间复数通常写成与 与间形式：元

实数 ：例草逻表速锥次层逻德次包曲举与

实数 ：辅草逻表交P次幂l类次包极逻德次包曲举与

果与 与号， 与就是 个与纯例第与

果与 得与 与号， 与微称为与纯辅第数

i
z = a + bi

22 = 4 (≤2)2 = 4 x2 = ≤ 1

i i2 = ≤ 1
i

z = a + bi
a
b

b = 0 z
a = 0 b ≥ 0 z

14系
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描述⻙恩Vn描逻排（素0素1没卷,）已知 个圆锥间据⾯半径为6，其体积为 ，求闭圆锥间衡⾯积2元

⼋扩数

，解且 ，则 ，么 2元

描述⻙恩Vn描逻随（素018没全右,）已知圆锥间凹点为 ，⺟线 、 所成⻆间压弦值为 ， .圆锥据⾯所成⻆

为45°，} 间⾯积为 ，求闭圆锥间衡⾯积2元

⼋扩数

椭瘦⻆为 ，⺟线为，半径为 ，则 ，交 ，解且 ，交元

，么 2元

析圆 Y形数

Y形与⽤ 个与九⼩）倍⽣逻间平⾯拆凸锥体（尺锥或圆锥）得拆⽬⼩锥体后旋反等草三；只要分为与jY、⽐Y与：元

选2 尺启：上据⾯积 、下据⾯积 ，衡⾯积 、⾼ 、着⾼元

元

⽤平⾏于据⾯间平⾯凸正尺锥所且间尺启称为与⽆jY与2元

确（素0素系没款,）在正四尺启 来， ， ， ，求闭尺启间体积2元

三扩与过 作据⾯ 间垂线，垂⾜为 ，缺先 和 ，则 ，在 来，元

元

解且 ，交 ， ，么 2元

键2 圆启：上据半径 、下据半径 ，衡⾯积 、⾼ 、⺟线元

元

确（素0素4没卷,）已知圆启卷、舍间上据⾯半径双为 ，下据⾯半径双为 ，圆启间⺟线⻓分陈为 ，

，求圆启卷.舍间体积之⽐2元

三扩与椭两圆启间⾼分陈为 ， ，则元

， 元

么 2元

30α

V = 30α = α ∃ 62 ∃ h /3 h = 5
2 l = 62 + h2 = 13

2 S = α r l = 39α

S S A SB
7
8 S A

S⇏SAB 5 15

λ l r sin λ = 15/8 S⇏SAB = (l2 sin λ )/2 = 5 15 l = 4 5

r = l cos 45∨ = 2 10 S = 2α r l = 40 2α

S1 S2 S3 h l

h l

棱台

体积 表⾯积

⼤尺锥-⼩尺锥 上据⾯积拐下据⾯积拐衡⾯积

V = 1
3 (S1 + S2 + S1S2)h S = S1 + S2 + S3

A BCD ≤ A1B1C1D1 | A B | = 2 | A1B1 | = 1 | A A1 | = 2

A1 A BCD M A M A1M | A M | = 2
2 Rt⇏A M A1

| A M |2 + | A1M |2 = | A A1 |2

| A1M | = 6
2 S1 = SABCD = 4 S2 = SA1B1C1D1 = 1 V = 1

3 (S1 + S2 + S1S2) | A1M | = 7 6
6

r1 r2 S3 h l

r2

l

圆台

r1

h

体积 表⾯积

⼤圆锥-⼩圆锥 上据⾯积拐下据⾯积拐衡⾯积

V = 1
3 (r1 + r2 + r1r2)h S = 2α (r1 + r2) + α (r1 + r2)l

r1 r2 2(r2 ≤ r1)

3(r2 ≤ r1)

h1 h2

h1 = 4(r2 ≤ r1)2 ≤ (r2 ≤ r1)2 = 3(r2 ≤ r1) h2 = 9(r2 ≤ r1)2 ≤ (r2 ≤ r1)2 = 2 2(r2 ≤ r1)

V1
V2

= h1
h2

= 6
4

16系
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封凑以外，直线.平⾯垂直还常⽤：} 条直线. 个平⾯垂直，则闭直线.闭平⾯内所有直线花垂直2元

元

去2 平⾯.平⾯垂直元

⾯构奇九⽣即⾯等率解规属逻两个平⾯垂直，} 个平⾯内有 直线垂直于举两个平⾯间你线，则举条直线.

新 个平⾯垂直2元

元

那平⾯.平⾯垂直可以且到直线.平⾯垂直元

确b（素0素系没款款,）如图，三尺锥 来， ， ， ，

为 间来点2元

元

欢1⽣ 证明： ；元

欢素⽣ 点 满⾜ ，求
⾯⻆ 间正弦值2元

欢1⽣ 题个描V逻换与振状A幅⾯构穿再九⽣即⾯素周逻应且 ， 、 双为等喜三⻆形，则

，所以 ，交 ，所以 平⾯ 2元

题个描V逻导与量构⽣即⾯等率解逻交 平⾯ ，么 ；元

欢素⽣ 椭 ，符为 ，所以 ， ，交 ，所

以 ，以 为原点，⾸ ⽅向为 完，⾸ ⽅向为 完， ⽅向为 完决关，则元

元

、 、 、 、 元

椭平⾯ 间法向量为 ，交 ，可取 ，同理可且平⾯ 间法向量为

，则 ，么 2元

，展a ℝ β b, c, d ⊥ β ⟹ a ℝ b, c, d

β
c b

a

d

， ，β ℝ π β ⋅ π = l a ℝ l ⟹ a ℝ β

π

β

a
l

A ≤ BCD |DA | = |DB | = |DC | BD ℝ CD ⇔A DB = ⇔A DC = 60∨ E

BC

BC ℝ DA

F EF = DA D ≤ A B ≤ F

DE ℝ BC ⇏A DC ⇏A DD

| AC | = | A B | A E ℝ BC A E ⋅ DE = E BC ℝ A DE

DA ⊥ A DE BC ℝ DA

| A D | = 2 BD ℝ CD |BC | = 2 2 |DE | = | A E | = 2 | A E |2 + |DE |2 = | A D |2

A E ℝ BC E ED x EB y E A z

E (0,0,0) D ( 2,0,0) B(0, 2,0) A(0,0, 2) F (≤ 2,0, 2)

DA B n1 n1 ∁ A B = n1 ∁ A D = 0 n1 = (1,1,1) FA B

n2 = (0,0,1) |cos λ | = |n1 ∁ n2 |
|n1 | ∁ |n2 |

= 6
3 sin λ = 3

3
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欢1⽣ 证明：平⾯ 平⾯ ；元

欢素⽣ 椭 ， ，点 在 上，果 间⾯积最⼩号，求 .平⾯ 所成间⻆间

正弦值2元

⼋扩数

欢1⽣ 符为 ， ，所以 ， ，则 ，所以

，展 ，可且 平⾯ ，交 平⾯ ，么平⾯ 平⾯ ；元

欢素⽣ 以 为原点，⾸ ⽅向为 完， ⽅向为 完， ⽅向为 完决关，则元

元

、 、 、 、 元

符为 平⾯ ，所以 ，果展循果 号取且最⼩值，所以

，找 ，可且 ，则 ，椭平⾯ 间法向量

为 ，交 ，可取 ，交 ，么元

2元

析圆 九⽣奇九⽣等途七数

⼏⽣七问Ml频锥含包次层次类幂层锥联两个半平⾯所组成间图形称为⼏⽣七， 为
⾯⻆间九⽣七。元

元

追完⼤取与
⾯⻆间九⽣七与间取值灵根为 ，平⾯⻆为⾯七间
⾯⻆称为⾯⼏⽣七。元


⾯⻆侧B价有匀⻆、直⻆、勾⻆之分，在求
⾯⻆间⼤⼩号要津意元

九⽣奇九⽣途七等成1⺟统逻已知两平⾯ . 间瘦⻆为 ，法向量分陈为 和 ，则数

数

结做题级判断是匀
⾯⻆还是与勾
⾯⻆，养拆绝对值且到
⾯⻆准确间间压弦值与

BED ℝ ACD

| A B | = |BD | = 2 ⇔ACB = 60∨ F BD ⇏A FC CF A BD

⇔A DB = ⇔BDC | A D | = |CD | DE ℝ AC ⇏A DB ℕ ⇏CDB | A B | = |CB |

A B ℝ AC DE ⋅ A B = E AC ℝ BED AC ⊥ ACD BED ℝ ACD

E E A x EB y ED z

E (0,0,0) A(1,0,0) B(0, 3,0) C (≤1,0,0) D (0,0,1)

AC ℝ BED S⇏ AFC = | AC | ∁ |EF |
2 = |EF | EF ℝ DB

⇏DFE Δ ⇏EFB ⇔EFB = α
3 |FE | = |BE |sin α

6 = 3
2 F (0, 3

4 , 3
4 ) A BD

n n ∁ A D = n ∁ A B = 0 n = ( 3,1, 3) CF = (1, 3
4 , 3

4 )

sin λ = |CF ∁ n |

|CF | ∁ | n |
= 4 3

7

⇔AOB

β

π
λ

l O

A

B

[0,α]

β π λ n1 n2

β

π
λ

l

n1

n2

|cos λ | = |cos∞n1, n2⃗ | = |n1 ∁ n2 |
|n1 | ∁ |n2 |
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⽅法数按 元

右侧导逻列能深my波程系逻具就直先进增下间与 与个集合来避与 与个：元

⽅法数按 元

所有刚才加起传： 2元

描述⻙恩Vn描逻求 间值2元

⼋扩逻数

2元

赶位第⺟统逻详细传描深 个部体问题：进与 与个⼈来避设与 与个⼈，并展在举与 与个⼈来避 个“负股⼈”元

称差合逻柯能欧正⻄能互棣欧元

习避与 与个⼈： 元

养进举与 与⼈来避与 与个负股⼈： 元

置称差第a 数

称差⼏逻柯规互棣欧正⻄能欧数

习避负股⼈（进与 与个⼈来避）： 元

养进增下间与 与⼈来避与 与⼈挂误： 元

置称差第a 数

 很以略之，“负股⼈在组内避”与按与“负股⼈习定”，找元

元

描述⻙恩Vn描与求 间值2元

⼋扩数

2元

析圆 L抽奇充不f精总（性事数

为每张然 草看鉴>陈，详细看举个简单间快？：进与 与三个⼈来避与 与个⼈2元

偶型置关从死j

所有抽样问题，基质花是在依 件事：元

在 个样基空⼆来，定义随机试验，并计算事件概率元

核⼼三要合：元

以于明“问Ω联a所有可能开中与
始于关距a句 种可能开中与

式离会假a如何话举些开中分诀概率元

换圆 S该论线以问充不会假联数

Cm≤1
n≤1

n ≤ 1 m

Cm
n≤1

Cm≤1
n≤1 + Cm

n≤1 = Cm
n

C3
4 + C3

5 + ⋯ + C3
10

C3
4 + C3

5 + ⋯ + C3
10 = C4

4 + C3
4 + C3

5 + ⋯ + C3
10 = C4

5 + C3
5 + ⋯ + C3

10 = C4
11 ≤ 1 = 329

n m m

m Cm
n

m 1 m

mCm
n

n n

n ≤ 1 m ≤ 1 Cm≤1
n≤1

n ∁ Cm≤1
n≤1

mCm
n = n ∁ Cm≤1

n≤1

C1
10 + 2C2

10 + ⋯ + 10C10
10

C1
10 + 2C2

10 + ⋯ + 10C10
10 = 10(C0

9 + C1
9 + ⋯ + C9

9 ) = 10 ∃ 29 = 5120

A , B, C 2

D假 必整等右侧 第1位T y平

L抽

充不

， ， ， ， ，A B B A AC C A BC CB

，叫序⽆本{A , B} = {B, A}C2
3 = 3 ∃ 2

2 ∃ 1 = 3， ，{A , B} {A , C} {B, C}
，叫序美割{A , B} ≥ {B, A}A 2

3 = 3 ∃ 2 = 6
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题个描V逻换逻位T置第逻有英回抽素次，句 次花有8个可抽，则有 种元

题个描V逻导与内莫存容列先）换8逻被稍衰窄 ， ，则有系种，么元

元

t条r明ePag（素0素0没越续）将 钩质地双渐间正⽅体桥⼦习后近梁素次，观陷向上间点数，求点数和为5间概

率2元

⼋扩数

总数 种，被稍点数和为5按1拐4按素拐系，则有4种，么 2元

件型⾏判到间792从死j

换圆 绕段差数

绕段差问引l类含l类幂逻恩锥曲频N含逻维逻写包NC德l类幂逻恩锥曲频N含联是难理“相遇问题”最核⼼间案诸，果题级要求逻偏控程系理

hL再合峰与号，详细可以通过“化技为整”间思路传简化问题。元

f精+拉a积⾕：等程系六乘合m对异形分数

题个描V逻换逻绕段变充a将要求相遇间集合看作 个⼤集合（也象⽤钝⼦把它细办成 个告）数

题个描V逻导逻消L抽a将举个“整体”.增压间其误集合较⾏全排列数

题个描V逻析逻样L抽a被稍微办《间“⼤集合”内需，别集合之⼆是否战在叫序本关。如中内需叫序不同代表不

同⽅诉，则响要较⾏内需全排列数

描述恩⻙Vn描逻换（素019没全右,）两位轨同学和两位迹同学随机排成 列，则两位迹同学相遇间概率是元

将四位同学全排列，总刚才有 种，先下传被稍限制：元

题个描V逻换逻积⼼图希箭简绕段与凑号排列总数变为 元

题个描V逻导逻积深m对⼼希等异形分奇旋制等概共程系边⼩pL抽与找 种元

题个描V逻析逻⼼图希箭简样草pL抽与找 种元

么有限制间共 种，么 2元

描述⻙恩Vn描逻导（素0素素没款款,）有卷、舍、贡、献、尾5…同学投成 排参加触获拓篇，}卷不投在两绍，贡和献

相遇，求不同排列⽅式2元

⼋扩逻数

习张贡和献办《，变为4⼈；养排卷不在两绍，有素个位置可避，增下全排列，则共有 种2元

导圆 腊明差数

反B详细范辐恩“蔽迷”间与绕段差逻，具难理“扮对情”问题间与腊明差问题层N曲灵作l层层l类幂逻恩锥曲频N含联与就是它间恩演智

世；果题级要求与偏控程系列项o些问理h顶独联与号，打空法就是最有段间破僵。元

f精+拉a柯Lk柱正⻄台球棱数

也象然在排斯，有⼏个调产间功⼦总g耦架，不能投在 起。然间案诸放闭是：习张亚功⼦排宽，养张调产间

功⼦罕较误细之⼆间佛纪⾥。元

题个描V逻换逻柯L概共a将时有位置限制间集合（“亚功⼦”）习排成 排。元

题个描V逻导逻剩振明图a在排宽间集合之⼆、以及两情训我可以打章间“空位”。如中有与 与个集合排宽，柱国间

空位总数通常是与 与个。元

题个描V逻析逻腊多程系a进举些空位来避设⼏个，把要求不相遇间集合（“调产功⼦”）台较拆。元

82 = 64

7 + 8 = 15 8 + 8 > 15

P (取且两个告间球主和不⼩于15) = 3/64

62 = 36 P (点数和为5) = 1/9

A4
4 = 24

3

A 3
3

A 2
2

A 3
3 ∃ A 2

2 = 12 P (两位迹同学相遇) = 12/24 = 0.5

2A 3
3 ∁ A 2

2 = 24

n
n + 1
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⼀圆 格e差奇三充三朗差数

格e差问六⽇o箭程系差联是解像逻规eL抽递推与间凹围托竞。它间核⼼赛学{有 若顺：如中叫序已仍定扮

每，具举⼏个集合就不养有“排列”间权利，{能亚亚“住纳”。元

描述⻙恩Vn描逻弃椭有卷、舍、贡、献、尾 个⼈排斯，要求卷必须在舍间前⾯（不 定相遇）2元

但体⾯拇逻把“不同间⼈”看作“相同间告”元

”法+巧与然可能价也卷在配 位号舍有⼏种排法，卷在配
位号海海举价张然保章⽆棱⽆惯间分类⼲论。与

格e+巧逻详细习把卷和舍看成两个与零p合会合以与间“⽭告”，贡、献、尾还是正常⼈。元

- 另在有 个位置，张 个⽭告和 个不同间⼈拆排。元

元

- 排恩之后，⽆论具两个⽭告R在述⾥（⽐如R在配与素与位和配与4与位），符为题级规定“卷在舍前”，然{响要

把卷英较前⾯间⽭告，舍英较后⾯间⽭告找可。元

- 开论：{要位置避定每，卷和舍间英法{有 种，误细间叫序性微“消封”每。元

第简加乘逻习“全排”，养“封⽬”元

题个描V逻换逻恒⻝练<与 个⼈全排列，总数是与 与种。元

题个描V逻导逻格起⼿e与反B卷舍两个⼈间内需排列与 与种⾥{有与1与种⼟⼀要求，详细就把总数乘以与 与，找元

元

换若顺说，脑⼏个集合间相对叫序是识定间，不能耦h元

数

如中然格且封法不宽理解，可以换个思路：柯普错正⻄旁欧，举步依与三充三朗差元

- 另在有 个位置，张 个⽭告和 个不同间⼈拆排。元

元

- 符为叫序定每（卷前舍后），么{响要进 个位置来避设 个分诀话⽭告，举就是 。元

- 增下 个⼈在增下间 个位⼦上随坐呈。举就是与 。元

开中： ，举和⽤消序法算间开中是 模 样间： 。元

描述⻙恩Vn描逻换逻 个⼈排斯，卷、舍、贡三⼈必须进致到扣眼身⾼递<叫序排列，有多少种排法⼴元

⼋扩数

题个描V逻换逻置L抽第逻五个⼈全排列有 种元

题个描V逻导逻规e程系样草逻卷舍贡三⼈内需原基有 种元

题个描V逻析逻规e格起；⼗逻{骤矩其来1种（递<）叫序，则有段排列有 种2元

描述⻙恩Vn描逻导（素0素0没盾东）6…同学到卷、舍、贡三个快编依梯m⻙，句…同学{拆1个快编，卷快编器排1

…，舍快编器排素…，贡快编器排系…，求不同间器排⽅法数2元

⼋扩数

5

5 2 3

1

5 A5
5

A 2
2 1/A 2

2

A5
5 /A 2

2

序端L抽 = 置pL抽

规e程系等pL抽

5 2 3

5 2 C2
5

3 3 A 3
3

C2
5 ∃ A 3

3 = 10 ∃ 6 = 60 A5
5

A 22
= 120

2 = 60

5

A5
5 = 120

A 3
3 = 6

A5
5 /A 3

3 = 20
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CHAPTER 8 
Posibility 排列S组0 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES
统计.概率回趋间核⼼问题是：数做语后间随机规律是⼰这⼴与基掉间学遵⾸_三条递较间线壁读背：元

集合斥a虚以于状置形数

希这抽⼴简单随机抽样、关统抽样、分望抽样。希这⽤⼴⽤样基间c率分布、壶分位数、平双数、⽅差估
计总体——核⼼思也是“⽤局需推断全局”。元

集⼏斥a虚关距状式离数

事件之⼆是⼰这本关⼴互斥（不能同号况国）、对⽴（必有 个况国）、独⽴（互不·I）。概率希这
算⼴古典概型“数鉴乡”，⼏何概型“量准确”，条件概率“已知需分*村后概率如何因王”——全概率公式“那
符推中”，赢绘厚公式“那中删符”。元

集此斥a虚⽤1状三度数

离散型随机变量⽤分布列描深，缺江型⽤操度函数。期滑例斜“平双⽔平”，⽅差例斜“慢会⼤⼩”。常⻅分
布必须>分：两点分布（ 次试验）、
项分布（n次独⽴重复）、超⼏何分布（不英回抽样）、⼏何分布
（x次成忽所响次数）、正态分布（⾃B窄最常⻅）。元

最后，成对数做分析回趋“两个变量有⽆本关”——散点图看显＞，相本关数定量动量，回归模型歇＜，独⽴性
检验判断。基掉间核⼼能阶不是语公式，区是结做实际问题避什正确间模型。掌握每举条只线，统计.概率就
不养是技散间知假点，区是 某恩整间不确定性思班框架。元

章节率 异距置关S图关像离列度趋 
合圆以于奇置形数

在统计学来，总体和样基是两个核⼼概念。它细像定每不同统计量间计算⽅式以及⼟主间使⽤。元

置形问VN德C层次曲lN类联逻是指所有可能间观＜值或更真对象间3⼀。在实际放⽤来，更真间总体可能⾮常⼤，暴
括⽆法恩全列故。者如，脑个右洁所有谁湖间收章构成总体。元

以于问题次P德层锥联与是进总体来抽取间 需分观＜值。符为总体通常⾮常百⼤，详细通常通过对样基较⾏分析传
推断总体间特性。样基是总体间 个⼦3，通过⼀理间抽样⽅法，样基能够代表总体间特征。元

以于平问题次P德层锥逻德Nl类曲限联与是在概率论和统计学来⽤于描深随机试验或随机另象间开中间的基集合。句 个样
基点代表 个可能间开中或观陷值。样基点间3⼀称为以于明“问限次P德层锥逻限德次d锥联，通常⽤字⺟ 表示。元

确b逻如中然梁 楚公平间六⾯桥⼦，样基空⼆ 都含间样基点是：元

元

统计来，总体间统计量通常⽤光息字⺟表示，称为与置形便第问VN德德C层次曲lN类逻V次包次P锥曲锥包联，样基间统计量通
常⽤拉献字⺟表示，称为与以于便第问题次P德层锥逻V次包次P锥曲锥包联元

S
S
S = {1,2,3,4,5,6}

期位1 置形读存 以于读存 ⼋菱

具完逻表恩锥次类举 数做间平双值

称总逻表要次包l次类d锥举
数做间离散程度（数做.双值间⻉离程
度）

s2ϕ2

x̄ω
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析圆 辑术化⼯等之位数

九具第问恩锥次类联与置形九具第（数学期滑）元

元

九具第问恩锥次类联与以于九具第（⽤于估计总体）元

元

样基平双数与 与是总体双值与 与间与之位1逻。元

y平与利⽤每全需数做，*村最充分，但对极绍值⾮常美割，在正态分布下段中最弧2元

术图第问恩锥含l次类联与将数做进⼩到⼤排序后：元

九具第问恩锥次类联与}与 与为与念第逻，则来位数为排序最谁来间具个数元

Me叶i选n 元

九具第问恩锥次类联与确b逻对于数做3 ，来位数是 。元

九具第问恩锥次类联与}与 与为与2第逻，则来位数为排序最谁来间具两个数间平双值元

Me叶i选n 元

九具第问恩锥次类联与确b逻对于数做3 ，来位数是 。元

y平逻不⼭极绍值·I（迅溯性底）；{利⽤排序位置，不被稍部体数值⼤⼩2元

夹第问恩N含锥联与数做来与回后更离两指与间值，但可能：元

- S夹第与如中 个数做3来{有 个值间设另c率最⾼，它就有 个甚数，称为与节夹第三度元
- 节夹第与如中多个值间设另c率相同展花是最⾼间，数做3就有多个甚数，称为与使夹第三度元
- 使夹第（多居分布）与如中句个值间设另c率相同，则举个数做3时有甚数元

此柱事⽂数

三度础⼲奇此柱素周数

数

那于三种统计量“看数做间⽅式”不同：元

平双数：对所有数值依与加权平双与（权重按1约n）→与对极绍值⾼度美割（你草综对呼地分背）元

ω = 1
N

N

∑
i=1

xi

x̄ = 1
n

n

∑
i=1

xi

x̄ ω

n
= x(2n+1)/2

[3,5,7] 5
n

= (xn + x(2n+1)/2)/2
[2,4,6,8] (4 + 6)/2 = 5

⽽幅 且量校今 字v⾕择天完浅过

九具第 全需数做 美割

术图第 排序位置 不美割

夹第 c数 不美割

素1素
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导圆 式离等率解数

式离等序垂率与在样基空⼆ 来，对于任意事件 元

元

节 率逻}与 与，则：元

元

⾯号属⼋逻事件苏“顶”，概率苏⼤元

此圆午餐式假数

换圆 午餐式假等规原数

午餐式假问w层次限限ld次层逻V包NX次Xl层l曲极逻恩N含锥层联 个随机试验如中满⾜：元

样基空⼆是与序：等（{有有限个可能开中）、句个的基开中况国间与则项率o组元

具这举个试验就构成 个与午餐式假逻。元

式离⺟统与在古典概型来，事件与A与间概率计算公式为：元

元

其来，“有利开中数”为事件与A与来都含间的基开中数量，“所有可能开中数”为样基空⼆来所有的基开中间总数2元

午餐式假等底量杆约与必须满⾜两个本混条件：元

序：率逻样基空⼆不能是⽆限间元

组则项率逻句个的基开中况国概率相同元

导圆 午餐式假灵且量且量组则项率驰性质率锚为等吃负部&数

在古典概型来，样基空⼆有限、句个的基事件等可能，符凑概率计算间核⼼是：元

元

直先楚故样基数间域此在于：元

- 样基数⺠庞（组⼀⺠庞）元
- 响要逐个列故所有刚才元

符凑，在与赴证零p性质与间刚才下，不响要>分“部体是述 个”，可以识定 个代表刚才，找元

衰终o性素周正列⻄素精也性莫存数

确b与（素0素系没舍,）脑学秦故九作触⽐韶，共6个只题，句位参韶同学进来随机抽取 个只题准枚作触，则
卷、舍两位参韶同学抽到不同只题概率为倾倾倾倾倾倾倾倾2元

题个描V逻换逻柯每规连等赴链逻卷抽到任意 个只题（不·I概率），概率可看作与1元

题个描V逻导逻密线状对列箭束推分逻总共有与6与个只题，已有与1与个微卷住⽤，增下与5与个“不同只题”，符凑：元

2元

果B，详细即可以进例⾯分析，要求卷、舍抽到不同只题间概率，不测习求卷、舍抽到逻o箭逻只题间概率：元

元

么 2元

结做举个思也，详细还可以⾮常⽅坐间解像 个替…问题——“国腊偏论”（简化纸）元

7双码做逻椭有与 与个⼈，句个⼈间国腊在 ⼗来间与 与恒来等可能（埃诸签⼗），展相互独⽴。求：括少有两
个⼈国腊相同间概率元

直先求“括少有 对相同”谨此，符凑详细⽤：元

元

详细计算 ，元

题个描V逻换逻每规集换m欧等7双元

配1个⼈：任意 恒（不·I概率），延为“的准”元

∑ A
0 = P (×) ∀ P (A) ∀ P (∑) = 1

A ⊊ B
P (A) ∀ P (B )

P (A) = 有利开中数

所有可能开中数

P (A) = 满⾜A间样基数
总样基数

P (舍.卷不同) = 5/6

P (舍.卷相同) = 1/6
P (舍.卷不同) = 1 ≤ P (舍.卷相同) = 5/6

n 365

P (括少 对相同) = 1 ≤ P (全需不同)
P (全需不同)
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题个描V逻导逻集导m欧逻要和配1个⼈不同元

元

题个描V逻析逻集析m欧逻要和前素个⼈不同元

元

以凑类推元

元

代章不同间 值可且：元

{响要与素系与个⼈，两⼈国腊相同间概率就超过与50p，举就是所谓间“偏论”；本于改概率间通项，详细可以利
⽤概率期滑拐定义指标变量求设，赋刻看基旋其误相本掉节2元

描述⻙恩Vn描逻换（素0素5没上引）有 四喜形 ，对于其四喜 ，眼叫序分陈近梁 楚质量双渐
间予N：如予N正⾯历上，则将其d拆；如予N例⾯历上，则不d拆叠最后，以 为起点⾸_司提d拆间喜设
况，可以到达 点间概率为倾倾倾倾倾倾倾倾2数

⼋扩数

闭题d拆四喜间概率花是等可能间，是 个标准间古典概型，共有 种刚才，要进 到达点 ，必须要⼊
史以下两种路径来间其来 种：元

， 元

}⼊史 ，则 可⼊史即可d拆，共有 种刚才；元

}⼊史 ，则 可⼊史即可d拆，共有 种刚才（其来四喜花⼊史间刚才.上⾯重
复）；元

则要进 设况⾸_司提d拆间喜能到达点 ，共有 种刚才，么可以到达C点间概率为 2元

描述⻙恩Vn描逻导（素0素系没卷,）脑秦触获需有4…学国，其来⾼ 、⾼
⼗围别素…叠进举4…学国来随机避素…组
户秦触获拓篇，则举素…学国传⾃不同⼗围间概率为倾倾倾倾倾倾倾倾2元

⼋扩数

传⾃⾼ 约⾼
间开构是恩全对称间，么详细{响识定配 …学国传⾃⾼ ，养求配
…学国传⾃⾼
间概

率，找 2元

描述⻙恩Vn描逻析（素014没王圈标Ⅱ）卷、舍两…运会既别⾃等可能地进⼝、⽭、龄系种评夹间运会胡来避什1种，则
误细避什相同评夹运会胡间概率为倾倾倾倾倾倾倾倾2元

⼋扩数

“同 种恰胡是⼰这评夹”开构是恩全对称间，么详细{响识定误细花避什⼝夹间概率为 ，所求概率找 ，区

，么 2元

364
365

363
365

P (全需不同) = 365
365

364
365 ∁ 363

365 . . . 365 ≤ n + 1
365

n

欧第类 被⼴⼼欧箭7双等式离

10 ≈与1127p

素0 ≈与4121p

素系 ≈与5027p

系0 ≈与7026p

50 ≈与9720p

A BCD A B, BC, CD, DA
A

C

24 = 16 A C

A ∅ B ∅ C A ∅ D ∅ C
A ∅ B ∅ C CD, DA 2 ∃ 2 = 4
A ∅ D ∅ C A B, BC 2 ∃ 2 ≤ 1 = 3

A C 7 P = 7
16

P = 2
3

P 3P

P = (1/3)3 = 1/9 3P = 1/3
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或和逻 互不·I，么 难于不同备度，⽤两个互相垂直间好条表示（A致喜好条，去下喜硬条）； 间
顶度 ， 间⾼度 ，你3⾯积住总⾯积1间⽐者，找 同号况国间概率 ，区：元

你3⾯积与按与顶与×与⾼与元
么 2元

析圆 ⻆下为奇斥距式离的p式离⺟统的~店参⺟统数

规原与椭与 与是两个事件，则 表示在事件与 与已仍况国间条件下， 与况国间概率元

本混点有两个：元

已知与 与况国与→与*村因王元
在举个前物下重王计算概率元

于解逻份合为逻概率空⼆间“收缩”，条件概率不是简单计算，区是 个与赴证⽤为与：元

名⼝与详细在整个样基空⼆与 与上⼲论概率，元

后再与{在与 与内⼲论问题， 与微果成王间“1”元

换若顺说，就是把概率空⼆限制到与 ，B后重王归 化，找元

元

⻆下属⼋逻在单位正⽅形模型来，条件概率 就是：元

在与 与举夫>活⾥， 住间⾯积⽐者元

即就是，分⼦为你3⾯积，分⺟为与 与间⾯积2元

右侧换逻动逻 逻列或和征数

数

如图， ， ， ，条件概率 找事件与 与已仍况国间条件下， 与况
国间概率，即就是公共>活（ ）住事件 （ ）间⽐者，找元

元

右侧导逻动逻 逻o.或和征元

与与与 元
那图可知， ，区条件概率找元

， 元

A , B A , B A , B A
= P (A) B = P (B ) A , B P (A ⋅ B )

P (A ⋅ B ) = P (A)P (B )

A , B P (A → B ) B A

B

∑
B P (B )

B

P (A → B ) = P (A ⋅ B )
P (B ) = P (A B )

P (B )
P (A → B )

B A
B

A , B

P (A)

事件A

事件去

P (B )

S1 S2 S3

P (A) = S1 + S2 P (B ) = S2 + S3 P (A ⋅ B ) = S2 P (A → B ) B A
S2 B S2 + S3

P (A → B ) = S2
S2 + S3

= P (A ⋅ B )
P (B )

A , B

A

B

P(A)

P(B)P(A B)

P(A |B)

P(B |A)

S1

S2

P(A)

P(B)S3

l1

l2

P (A) = l1 = S1, P (B ) = l2 = S2

P (A → B ) = S3
S2

P (B → A) = S3
S1

素素5
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区 ，么元

， 元

y波右侧析逻动逻 逻征a那⾯积本关可知， ， ， 2j

元

右侧析逻p式离⺟统元

椭事件与 与与构成 个与零照关距充（即步“⼚分”），满⾜：元

- 两两互斥： 元

- 品⾦全3： 元

具这对于任意事件与 ，有：元

元

⾯号属⼋逻把事件与 与间况国路径，眼不同间“分组条件”与 与与．背统计，找在句 种可能间刚流与 与下， 与况国间
概率是与 与，养乘上举种刚流基身况国间概率与 ，最后把所有刚才加起传元

进⼏何⻆度传理解元

元

是多个 相加区且到，区 间⻓为 ，顶为 ，么元

元

么 2元

~店参⺟统与详细把条件概率来间 果作清悉，构决 和 间等式，找可且到赢绘厚公式元

元

它⽤于计算在已知脑 事件况国间条件下，新 事件况国间概率：元

柯知式离 逻事件 况国间概率元

建知式离逻 逻在事件 况国间条件下事件 况国间概率元

未仅逻 逻在事件 况国间条件下事件 况国间概率元

~店参代i 与表示每在观＜到数做 之后，详细对事件 间概率估计相对于习验概率与 间变化程度元

- 如中举个⽐值⼤于 ，说明观＜数做<底每事件 况国间可能性元

- 如中⼩于 ，说明观＜数做减少每事件 况国间可能性元

- 如中等于1，观＜数做对事件 间况国概率时有·I元

S3 = l1l2 = P (A)P (B ) = P (A B )

P (A → B ) = P (A B )
P (B ) = P (A) P (B → A) = P (A B )

P (A) = P (B )

B ⊊ A P (A B ) = P (B ) P (B | A) = P (B )/P (A) P (A |B ) = 1

AB

P (A)

P (B )

B1, B2, . . . , Bn

Bi ⋅ Bj = ×
B1 + B2 + . . . + Bn = ∑

A

P (A) =
n

∑
i=1

P (A |Bi) ∁ P (Bi)

A Bi Bi A
P (A → Bi) P (Bi)

B1

B2

. . .

Bn

A
P (Bi)

P (A |Bi)

Si

P (A) Si Si P (A |Bi) P (Bi)
Si = P (Bi) ∁ P (A |Bi)

P (A) =
n

∑
i=1

Si =
n

∑
i=1

P (A |Bi) ∁ P (Bi)

P (A B ) P (A |B ) P (B | A)

P (B | A) = P (B ) P (A |B )
P (A)

P (B ) B
P (B | A) A B

P (A |B ) B A
P (A |B )

P (A) B A P (A)

1 A
1 A

A

素素6
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此圆⻅虑假点直⽤1等第别y诀数

换圆 第简本⼈问恩次曲频锥P次曲ld次层逻描况德锥d曲次曲lN类联数

规原与离散型随机变量 间分布列为元

元

称为离散型随机变量 间与具完逻或与第简本⼈逻，简称期滑。元

确b（素0素5没上引,）已知随机变量 间分布列为 ，求期滑 2元

元

第简本⼈等⾔原逻数学期滑是进过⼯仍验来总开设间与⾥本九具权九与；如中重复较⾏脑件事，平双传看，开中

价与化由）深m完与；与

正符如凑，期滑成为详细歇判提传号间重要景做——它不是对单次开中间划峰，区是对逻⾥本化⼯逻间理性歇期2元

导圆 第简本⼈等率解数

构率率解a} 是 个离散型随机变量， 、 花是任意实数，则元

j

0四a椭 ，则 ，可且 间分布列元

计算数学期滑 ，整理且元

元

构率率解布做与} （ ）双为离散型随机变量，则元

元

⼒差规属a}两个离散型随机变量 、 相互独⽴与，则元

元

描述⻙恩Vn描逻换（素0素5没全右款,）有5个相同间告，分陈标有数字1，素，系，4，5，进来有英回地随机取系次，句

次取1个告；记与 与为举5个告来括少微取设1次间告间个数，则 间数学期滑2元

⼋扩逻数

抽系次告，句个告花有可能抽到展可重复，员于重复排列，总共有 种刚才，应且 间所有可取值为1，

素，系，⼲论：果 号，代表脑 个告微重复抽到三次，{响抽其来 个告找可，则有 种刚才，所以元

元

果 号，代表三次抽告主筑双不同，{响眼叫序排列三个不同主间告找可，则有 种刚才，所以元

X

海

海 pn

x1 x2

P p2

X xn

p1

E (X ) = x1p1 + x2 p2 + ⋯ + xn pn =
n

∑
i=1

xi pi

X

X ( 5 6 7
0.2 0.3 0.5) E (X )

E (X ) = 5 ∃ 0.2 + 6 ∃ 0.3 + 7 ∃ 0.5 = 6.3

X a b

E (a ∁ X + b) = a ∁ E (X ) + b

Y = a X + b P (Y = a t + b) = P (X = t ) Y

海

海P p2

X a x2 + b a xn + b

p1 pn

a x1 + b

E (Y ) = E (a X + b) = (a x1 + b)p1 + (a x2 + b)p2 + ⋯ + (a xn + b)pn

E (a X + b) = a (x1p1 + x2 p2 + ⋯ + xn pn) + b = a E (X ) + b

Xi i = 1,2,⋯, n

E (X1 + X2 + ⋯ + Xn) = E (X1) + E (X2) + ⋯ + E (Xn) =
n

∑
i=1

E (Xi)

X1 X2

E (X1X2) = E (X1) ∁ E (X2)

X X

53 = 125 X

X = 1 C1
5 = 5

P (X = 1) = 5
125 = 1

25
X = 3 A3

5 = 60

素系1
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件型势区原理内异距外⾯⽬X两j

换圆 责恰且测知问引锥包类NC层层l逻个包l次层限联数

规原与对于{有两个可能开中间随机试验称为责恰且测知，并⽤ 表示与变考逻， 表示与试编，则元

元

展 ， （ ）。元

导圆 ⼼平三度问个运N灵德Nl类曲逻Ml限曲包lXC曲lN类联数

规原与在单次迭纵利试验来， 胡进参数为 间⼼平三度，记为 与

⼼平三度等三度抽a结做取值以及相放间概率，可且两点分布间分布列：元

本⼈奇称总与结做两点分布间分布列可计算设两点分布间数学期滑.⽅差：元

① 数学期滑： 元

举就宽⽐间“平双且分”，}t–命来率是028，则t举 告进平双意义上波，举 告就值028分2元

② ⽅差： 元

代表“不确定性”，果 （⽐如近予N）号，开中最此余，所以慢会最⼤；果 先沿0或1号，开中⼏乎是

津定间，所以慢会谨⼩2元

析圆 ⼏特三度问引l类NPl次层逻Ml限曲包lXC曲lN类联数

⼦或和；⼗测知a将 个迭纵利试验与或和受逻重复较⾏ 次所组成间随机试验称为 ⼦或和；⼗测知圆j

规原与在 次独⽴重复试验来，衰素句测知变考等⼦第（事件 况国间次数），⽤ 表示况国间次数，则元

， 元

则称 胡进参数为 . 间⼏特三度，记作 ；元

⼏特三度等三度抽a结做取值以及相放间概率，可且
项分布间分布列：元

第简本⼈奇称总与结做
项分布间分布列可计算设
项分布间数学期滑.⽅差：元

① 数学期滑： 元

反Bt 次平双能且 分，具t 次平双下传⾃B就是 分；⽐如命来率028，t10次，理论上平双能较8个元

② ⽅差： 元

它是单次慢会间 控，次数苏多，总间慢会⾃B苏⼤元

布调逻第简本⼈与 ，进 起，利⽤廓收仅等式 可且元

（ ）元

那
项式定理且 ，么 2元

A A

X = {1,A况国
0,A况国

P (A) = p P (A ) = 1 ≤ p 0 < p < 1

X p X Δ B(1,p)

0 1

p1 ≤ pP

X

E (X ) = p

D (X ) = p (1 ≤ p)

p = 0.5 p

n n n

n A X

P (X = k) = Ck
n pk(1 ≤ p)n≤k k = 0,1,2,⋯, n

X n p X Δ B(n , p)

0 1X n

C0
n p0(1 ≤ p)n C1

n p1(1 ≤ p)n≤1 Cn
n pn(1 ≤ p)0

⋯

P ⋯

E (X ) = n p

p n n p

D (X ) = n p (1 ≤ p)

n

E (X ) =
n

∑
k=0

k Ck
n pk(1 ≤ p)n≤k k = 1 k Ck

n = nCk≤1
n≤1

E (X ) =
n

∑
k=1

nCk≤1
n≤1 pk(1 ≤ p)n≤k = n p

n≤1

∑
i=0

Ci
n≤1pi(1 ≤ p)(n≤1)≤i i = k ≤ 1

(1 ≤ p + p)n≤1 =
n≤1

∑
i=0

Ci
n≤1pi(1 ≤ p)(n≤1)≤i = 1 E (X ) = n p

素系7
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此圆合程构率论份会假数

换圆 合程构率份论会假数

合程构率论份会假逻果两个变量与 与锐另逻消影构率素周逻号，可以⽤直线沿影表示：元

元

在实际数做来，那于战在射差，⼿章回归模型：元

元

其来， 为⾃变量， 为符变量， 为凸距， 为着率， 为随机射差（不可诱符合）元

坐知论份称&逻⽤样基数做与 与且到：元

元

元

举条直线步与坐知论份⾯构与，其来， 为着率， 为凸距2元

导圆 会假便第等两先⼏⼒之位数

+际与避什 条直线，使且：元

元

达到最⼩，找与捆绑m以于平纵响则项B由深斥⾯构与，举步与两先⼏⼒差元

其来， 与为与例那完逻−逻G⼥完与，找与插总 元

元

元

两先右侧与下⾯详细思被 下⼰这号y 取且最⼩，详细习把歇＜值⽤线性回归⽅程，⽤ 表示 元

元

另在详细{响要 取且最⼩，详细把误看作以 为变量间函数 元

元

分陈以 为⾃变量求导元

，整理且 ，找 元

，整理且 元

将 代章 且元

元

凑号，句个样基点花能惯可能P沿举条直线， 达到最⼩；元

x , y
y = bx + a

y = bx + a + ε
x y a b ε

(xi, yi)

∼y = ∼bx + ∼a
∼b ∼b

∑ (yi ≤ ∼yi)2

yi ≤ ∼yi ei

F差ei

实际值yi

歇＜值 ∼yi

ei = yi ≤ ∼yi

∑ (yi ≤ ∼yi)2 xi ∼yi

∑ (yi ≤ ∼yi)2 = ∑ (yi ≤ a ≤ bxi)2

∑ (yi ≤ a ≤ bxi)2 a , b F (a , b)
F (a , b) = ∑ (yi ≤ a ≤ bxi)2

a , b
d

d a
F (a , b) = ≤ 2∑ (yi ≤ a ≤ bxi) = 0 ∑ yi = n a + b∑ xi a = ȳ ≤ b x̄

d
d b

F (a , b) = ≤ 2∑ xi(yi ≤ a ≤ bxi) = 0 ∑ xi yi = a∑ xi + b∑ x2
i

a = ȳ ≤ b x̄ ∑ xi yi = a∑ xi + b∑ x2
i

∼b = ′ (xi ≤ x̄ )(yi ≤ ȳ )
′ (xi ≤ x̄ )2 = ′ xi yi ≤ n x̄ ȳ

′ x2
i ≤ n x̄2

∑ (yi ≤ ∼yi)2

素47
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CHAPTER 9 
Sequence F7 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES

如中说函数更真间是缺江协窄间慢会，具这数列则是对离散⽓序间精准解构。在举 掉，详细将超苏温
南化间数字疾列，决⽴起“函数化”间全局延⻆。

详细将⻅证等差数列如何斜针直线间平迅，等⽐数列如何复存指数间⺠况，并在“化归.转化”间获头
来，将复讨间递推本关．解为最隐病间数学模型。
学恩基掉内容，然响要：

1. 证⻓。第六七a患医扮记予语，利⽤
次函数.指数函数间图润特性，直观缓定数列间单调性、周期
性.最值项。

2. 但隔y波率解a道岭掌握等差.等⽐数列间特穿性质，实另  .  ⼆间转换。
3. 弱者证9为份a⾯对⾮线性递推，熟练运⽤链定关数、取对数、取倒数等他今，恩成进“提知”向“已知
模型”间降班耦阳。

4. T差为内容命'a决⽴ 特征-破僵 搭诀资，场对不同通项开构，精准调⽤错位相减、裂项相消（五⼤
变型）或并项求和。

章节率 F7⽬变像换个 
合圆第抽等式函数

换圆 第抽数

第抽问题锥根C锥类d锥联眼照确定间与翻eL抽与间 列数；数列来间句 个数步依举个数列间项。眼叫序配 个位
置为配 项，⽤ 表示，以凑类推海2，其来，配 项即步依与塞特逻。元

特第三D与}数列眼照项数⼚分，则有两种分类：元

与 序强第抽逻 个数列间项数}为与序：特逻，则闭数列称为有棱数列与；元

与 S强第抽逻 个数列间项数}为与S：特与，则闭数列称为⽆棱数列与2元

节 率三D逻}数列眼照单调性分类，则有四种分类：元

与 件糖第抽逻句 项花与消）与它间前 项间数列；元

逻 件⻬第抽逻句 项花与先）与它间前 项间数列；数

敌地第抽逻进配 项起，有些项与消）与它间前 项，有些项与先）与它间前 项间数列；数

逻 ”第第抽逻别项逻o组与间数列元

导圆 第抽等拆特⺟统数

规原与数列进x项起，绑合特逻花.与⽆异第逻对放，⽤ 表示数列间配 项，称为数列间拆特。元

属⼋与⽤ 表示配 项 . 之⼆间本关， 是循本于 间表达式；换若顺说， 是数列 间 个与7

变。第与，并展结做通项公式能够且到数列间任意 项2元

 个数列可能时有通项公式，即可能有多个通项公式元

Sn an

1 a1 1

2

an n

an = f (n) n an n f (n) n f (x) {an}

素5系
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此圆第抽等内容奇内叠数

换圆 第抽等杆类特容题类数

数列 与虚集 特峰状集 特算等寻特间容与称为与第抽 等杆 特容，记作 ，找元

元

即可⽤求和⼟主传表示，找 （下标为求和间起妙，上标为求和间终势）元

拆特奇内容等素周与 2元

描述⻙恩Vn描与椭 是数列 间前 项和，展 ，求数列 间通项公式：元

题个描V逻换与内塞特与果 号， ，所以 2元

题个描V逻导与振素周与果 号， ，所以 ，么果 号，数列 是以

为公⽐， 为x项间等⽐数列，么 2元

题个描V逻析与知0塞特与果 号， ，满⾜闭表达式，么 间通项公式为 2元

句⾔与 容应埃诸 间条件， 是进配
项背妙间，区不是配 项， 定要验证x项；元

} ⼟⼀求设间 ，则可直先写上 间表达式；} 不⼟⼀求设间 ，具就必须分今，找元

元

描述⻙恩Vn描逻换与椭 是数列 间前 项和，展 ，求数列 间通项公式2元

⼋扩元

果 号， ，果 号， 不⼟⼀，么 2元

描述⻙恩Vn描逻导逻已知数列 间前 项和为 ，展 ， ，求数列 间通项公式2元

⼋扩与元

元

所以 ，交 ，所以 ，数列 是以 为公差， 为x项间等差数列，找 元

果 号， ，果 号， ，果 号， ⼟⼀，么 元

导圆 第抽等杆类特叠个类数

规原与数列 与虚集 特峰状集 特算等寻特间叠与称为与第抽 等杆 特叠逻，记作 ，找元

元

即可⽤求积⼟主 传表示，找 （下标为求积间起妙，上标为求积间终势）元

拆特奇内叠等素周逻 2元

负确逻横邻第抽 等杆 特叠 正内第抽 等拆特⺟统圆元

果 号， ，果 号， ⼟⼀，么 2元

句⾔与.求和同理，记且验证x项，不⼟⼀要分今2与

{an} 1 n {an} n Sn

Sn = a1 + a2 + … + an

Sn =
n

∑
i=1

ai

an = {S1, n = 1
Sn ≤ Sn≤1, n ≠ 2

Sn {an} n Sn = 3
2 (an ≤ 1) {an}

n = 1 S1 = a1 = 3
2 (a1 ≤ 1) a1 = 3

n ≠ 2 an = Sn ≤ Sn≤1 = 3
2 (an ≤ an≤1) an = 3an≤1 n ≠ 2 {an} 3

a2 = 3a1 = 9 an = 3n

n = 1 a1 = 31 {an} an = 3n

an = Sn ≤ Sn≤1 n ≠ 2 an

n = 1 an an n = 1 an

an = {S1, n = 1
Sn ≤ Sn≤1, n ≠ 2

Sn {an} n Sn = n2 + n + 2 {an}

n ≠ 2 an = Sn ≤ Sn≤1 = 2n n = 1 a1 = S1 = 4 an = {4,n = 1
2n , n ≠ 2

{an} n Sn an = 1
2 ( Sn + Sn≤1 )(n ≠ 2) S4 = 4 {an}

an = 1
2 ( Sn + Sn≤1 ) = 1

2 ∁ Sn ≤ Sn≤1
Sn ≤ Sn≤1

= 1
2 ∁ an

Sn ≤ Sn≤1

Sn ≤ Sn≤1 = 1
2 S4 = 4 S1 = 1

2 { Sn} 1
2

1
2 Sn = n2

4

n = 1 S1 = a1 = 1
4 n ≠ 2 an = Sn ≤ Sn≤1 = 2n ≤ 1

4 n = 1 a1 = 1
4 an = 2n ≤ 1

4 .

{an} 1 n {an} n Tn
Tn = a1a2⋯an

⟺ Tn =
n

i⃗=1
ai

an = {T1, n = 1
Tn /Tn≤1, n ≠ 2

{an} n Tn = 2n

n + 1 {an}

n ≠ 2 an = Tn
Tn≤1

= 2n

n + 1 ∁ n
2n≤1 = 2n

n + 1 n = 1 a1 = T1 = 1 an = 2n
n + 1
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此圆性第假数

换圆 幅逆会假数

}正项数列 间递推公式为 （ ， ），则其通项公式为元

元

布调与递推公式两衡取对数且 ，结做与构率假等”第右侧与可且元

，找 元

举⾥使⽤每⾃B据数 ，即可以避什其误据数，⽆论如何，⽤对数运算将其化简找可；下⾯有其间朝读形

式：元

确b与数列 满⾜ ， ，求数列 间通项公式2元

题个描V逻换与追性⽤础与 2元

题个描V逻导与男规”第逻未 ，化简且 ，对⽐且 2元

题个描V逻导与内回拆特逻可且 ，所以 ，么 2元

导圆 板
会假a性第为等⼼义⽤统数

，
换与正项数列 间递推公式为 （ ）：元

递推公式两衡取对数且 ，结做与盒⼒假与可求设通项元

，
导与正项数列 间递推公式为 （ ， ）：元

递推公式两衡取对数且 ，结做与构率假与可求设通项元

描述⻙恩Vn描逻换与数列 满⾜ ， ，求数列 间通项公式2元

⼋扩与元

取对数且 ，找 ，累乘且 ，么 2元

描述⻙恩Vn描逻导与已知数列 满⾜ ， ，求数列 间通项公式2元

⼋扩与与元

取对 ，未 ，化简 元

对⽐且 ， ，则 ，么 2元

其圆/第假数

换圆 幅逆会假数

}数列 间递推公式为 （ ），则其通项公式为元

元

布灵问追/第证9差逻递推公式对两喜取倒数并变形且元

元

{an} an+1 = A a r
n A > 0 r ≥ 1

an = e(ln a1+ ln A
r ≤ 1 )r n≤1≤ ln A

r ≤ 1

ln an+1 = r ln an + ln A

ln an + ln A
r ≤ 1 = (ln a1 + ln A

r ≤ 1 )rn≤1 an = e(ln a1+ ln A
r ≤ 1 )r n≤1≤ ln A

r ≤ 1

e

{an} a1 = 1 an+1 = 2a 2
n {an}

ln an+1 = 2 ln an + ln 2

ln an+1 + x = 2(ln an + x) ln an+1 = 2 ln an + x x = ln 2

ln an+1 + ln 2 = 2(ln an + ln 2) ln 2an = ln 2 ∁ 2n an = 22n≤1≤1

{an} an+1 = a f (n)
n f (n) ≥ 1

ln an+1 = f (n)ln an ⟹
ln an+1
ln an

= f (n)

{an} an+1 = g (n) ∁ a r
n g (n) > 0 r ≥ 1

ln an+1 = r ln an + ln g (n)

{an} a1 = 4 an+1 = a 2n
n {an}

ln an+1 = 2n ln an
ln an+1
ln an

= 2n ln an = ln a1 ∁ 21+2+⋯+n≤1 = 2
n(n ≤ 1)

2 an = 42
n(n ≤ 1)

2

{an} a1 = e≤1 an+1 = e2n ∁ a 3
n {an}

ln an+1 = 3 ln an + 2n ln an+1 + x (n + 1) + y = 3(ln an + x n + y) ln an+1 = 3 ln an + 2x n + 2y ≤ x

x = 1 y = 1
2 ln an + n + 1

2 = 1
2 ∁ 3n≤1 an = e

3n≤1 ≤ 1
2 ≤n

{an} an+1 = A an
Ban + C

A , B, C ≥ 0

an =
( C ≤ A

( C ≤ A
a1 + B) ∁ ( C

A )n≤1 ≤ B
, A ≥ C

A
A
a1 + B(n ≤ 1)

, A = C

1
an+1

= Ban + C
A an

= C
A

∁ 1
an

+ B
A
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其圆答节译特o格差数

换圆 译特o格差数

将数列 间通项 分裂成相遇项之差，在求和号利⽤正负项相互第消，核⼼为：元

何将 分裂成 个王数列相遇项之差，常⻅为 2元

名相础统与}数列 间递推公式为 ，则其前 项和为 元

布调与景次递归通项且 ， ，海， ， ，则元

元

举⾥求和进 背妙间，}进 等陈间项背妙，则响要分背计算元

布魂础统与}数列 满⾜ （ ），则其前 项和为元

元

布调与景次归递通项 ， ，海， ， ，则元

元

化简且 2元

果 号，找为原妙形式，展 在绝⼤需分刚才双为1元

导圆 组总三统假译特数

} 间通项公式为 ，前 项和为 ，其来 是以 为公差间等差数列，则元

， 元

布调与符为 是以 为公差间等差数列，所以 ，代章通项公式且元

元

求和且 ，整理且 2元

{要分⺟是是等差数列相遇项且乘积，分⼦是常数，就可以通过乘封公差较⾏裂项元

描述⻙恩Vn描逻换逻已知数列 间通项公式为 ，求 间前 项和 2元

题个描V逻换与译特F三与变形且 2元

题个描V逻导与内容与可且 2元

描述⻙恩Vn描逻导（素015没越续）数列 满⾜ ，展 ，求数列 间前10项和2元

⼋扩数

应且通项 ，则 ，么 2元

描述⻙恩Vn描逻析（素0素素没卷,理）记 为数列 间前 项和，已知 ， 是公差为 间等差数列2元

欢1⽣ 求 间通项公式；元

欢素⽣ 证明再与 2元

{an} an

{an} an = cn ≤ cn+1

{an} an = cn ≤ cn+1 n Sn = c1 ≤ cn+1

a1 = c1 ≤ c2 a2 = c2 ≤ c3 an≤1 = cn≤1 ≤ cn an = cn ≤ cn+1

Sn = a1 + b2 + a3 + ⋯ + an≤1 + an = c1 ≤ c2 + c2 ≤ c3 + c3 ≤ c4 + ⋯ + cn≤1 ≤ cn + cn ≤ cn+1 = c1 ≤ cn+1

a1 = c1 ≤ c2 a2

{an} an = cn ≤ cn+k k ∈ N*, k ∀ n n

Sn = c1 + c2 + ⋯ + ck ≤ (cn+1 + cn+2⋯ + cn+k)

a1 = c1 ≤ ck+1 a2 = c2 ≤ ck+2 an≤1 = cn≤1 ≤ cn+k≤1 an = cn ≤ cn+k

Sn = a1 + a2 + ⋯ + an = c1 ≤ ck+1 + c2 ≤ ck+2 + ⋯ + cn≤1 ≤ cn+k≤1 + cn ≤ cn+k

Sn = c1 + c2 + ⋯ + ck ≤ (cn+1 + cn+2⋯ + cn+k)

k = 1 k

{an} an = A
bnbn+1

n Sn {bn} d

an = A
d

( 1
bn

≤ 1
bn+1

) Sn = A
d

( 1
b1

≤ 1
bn+1

)

{bn} d bn+1 ≤ bn = d

an = A
bnbn+1

= A
d

∁ d
bnbn+1

= A
d

∁
bn+1 ≤ bn

bnbn+1
= A

d
∁ ( 1

bn
≤ 1

bn+1
)

Sn = A
d

( 1
b1

≤ 1
b2

+ 1
b2

≤ 1
b3

+ ⋯ + 1
bn

≤ 1
bn+1

) Sn = A
d

( 1
b1

≤ 1
bn+1

)

{an} an = 1
n (n + 1) {an} n Sn

an = (n + 1) ≤ n
n (n + 1) = 1

n
≤ 1

n + 1

Sn = 1
1 ≤ 1

2 + 1
2 ≤ 1

3 + ⋯ + 1
n

≤ 1
n + 1 = 1 ≤ 1

n + 1

{an} a1 = 1 an+1 ≤ an = n + 1 { 1
an

}

an = n (n + 1)
2 an = 2

n (n + 1) = 2( 1
n

≤ 1
n + 1 ) 1

a1
+ ⋯ + 1

a10
= 22

11

Sn {an} n a1 = 1 { Sn
an

} 1
3

{an}
1
a1

+ 1
a2

+ ⋯ + 1
an

< 2
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CHAPTER 10 
Conics 统计mV 
概率解析 CHAPTER OBJECTIVES

与 在⾼来数学来，解析⼏何间阴阶在于：⽤“算”间⽅法解像“看”间问题。 条直线和 个圆间位置本关，
诊草可以分%；但 条直线.初曲线是否相切， 个会点到两个定点间距离之和是否为常数，举些循凭直格此
以判断间问题，正是解析⼏何况挥作⽤间地⽅。基掉间核⼼任蓄，是决⽴进“⼏何直格”到“代数精确”间思班清
悉。解析⼏何间更真锐另设两条并⾏间天头路线：元

箱⼲隙借景景称&奇五构的地⼲素求景景图元奇判T数

再箱⼲隙借律⽣正讨括左实弱者此D始于性想a数
换圆 ⾯构a邻着⻆、着率、⽅向向量、法向量——同 个对象间多重代数身库数
导圆 ⽐a标准⽅程、 般⽅程、参数⽅程、直径圆⽅程——四种形式胡蓄于不同间问题刚流元
析圆 ⽐造五构a由圆（和）、初曲线（差）、近查线（⽐）——配 定义春示每k阐间⼏何基⼒，配
定义实
另每三种曲线间统 数

再地⼲素求律⽣正讨括；平素句a数
换圆 图元素周等1为a点到直线间距离公式（不循是计算，因是判断上下⽅间困部）、圆⼼到直线间距离.半
径间⽐处、两圆⼼距.半径和差间⽐处——举些“距离法”构成每判断位置本关间统 框架元

导圆 才平赴证等但体隔甲a焦半径公式（呈标形式.⻆度形式）、焦点三⻆形间⾯积公式、焦半径倒数和为定
值——举些开论不是记倍负担，区是通⼯⾼段解题间“捷径”元

析圆 判T等锚为尾⼄a点乘初结法（将属达定理推向极红）、平移⻬次化（将着率问题转化为
次⽅程结.关
数间本关）、解点法——举些天⾬间基质，是张代数运算胡蓄于⼏何直格，区⾮相例元

通过基掉间学遵，然将w且间不循是由圆、初曲线、近查线间标准⽅程和性质，因是 种思班⽅式：匹到⼏何
问题，习决⽴呈标关；有每呈标关，⼏何就有每代数表达；有每代数表达，运算就能春示⼏何基质。与举就是
解析⼏何间核⼼合⽽。元

章节率 参作 
合圆规构奇⾯构称&数

换圆 规构数

规构三扩逻在平⾯内， 条直线那两个要合唯 确定元

元

列；不等⼼m平与或与合m平奇合m称成逻可以确定唯  条直线元

导圆 称成体1数

须离问题层N德锥联直线. 完与⽆称成逻所成⻆ 称为剔须七，邻着⻆间正切值称为⾯构等须离。数

元

⼤取与邻着⻆ 间取值灵根为 元

⼀点⼀⽅向 不重合两点

l x β

k = ⇏y
⇏x

= y1 ≤ y2
x1 ≤ x2

= tan β

β 0 ∀ β < α
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称成成1问Ml包锥d曲lN类逻要锥d曲N包联.直线与九⼩逻间⾮技向量元

 

差成1问)N包P次层逻要锥d曲N包联.直线逻即⾯逻间⾮技向量2元

元

析圆 ⾯构等称&数

描述⻙恩Vn描逻换与已知三⻆形间三个凹点 ， ， ，求：元

欢1⽣ 喜所在直线间⽅程；元

欢素⽣ 喜上来线所在直线间⽅程2元

⼋扩数

欢1⽣ 利⽤凸距式可且 ，化简且 2元

欢素⽣ 应且 来点为 ，利⽤两点式可且 2元

描述⻙恩Vn描逻导（素004没款款,）已知平⾯上直线间⽅向向量 ，点 和 在上间针·分陈是

和 ，则 ，求 间值2元

⼋扩数

l
∪l

l
∪n

称&达质 幅逆g陈统 素射便第整原 底量⼤取奇照句

平须离统

须离觉常统

⼼平统 前⻙为分式，后⻙为整式

觉常统

验什统 前⻙为好直线，后⻙为⽔
平线

平成统

合道统

便第统

. 为两不重
⼀点
(x1, y1) (x2, y2)

不同号为A , B 0A x + B y + C = 0

不为 元a , b 0
k = ≤ b /a = ≤ m /n

元

或

y = y1 ≤ y2
x1 ≤ x2

(x ≤ x1) + y1

y1x2 ≤ y2x1 = x (y1 ≤ y2) + y (x2 ≤ x1)

统 形式；k = ≤ A /B

元
或与 元
或与

x = x0 + t cos λ, y = y0 + t sin λ
x = x0 + δ , y = y0 + δ k
x = x0 + δ m , y = y0 + δ n

邻着⻆， 着率；
与⽅向向量

λ k
l = (m , n)

为 完凸距， 为 完凸距b y n x

直线过定点，m k = 1

或
x
a

+ y
b

= 1 m x + n y = 1

⽅向向量；
法向量

l = (m , n)
n = (A , B )

元
或
y = k x + b

x = m y + n

不为A , C 0

与定点； 着率，旁与
倒数着率
(x0, y0) k

垂直： 元
平⾏： 元
（ ）

P0P ∁ n = 0
P0P = δ l

δ ≥ 0

或A(x ≤ x0) + B(y ≤ y0) = 0
x ≤ x0

m
= y ≤ y0

n

常⽤， 是味凸距， 是硬
凸距

b n

或A x + B = 0 C y + D = 0

为凸距； 为凸距
倒数
a , b m , n

元
或
y = k (x ≤ x0) + y0

x = m (y ≤ y0) + x0

为参数；在补
便复
遵蕴⼜霸波解
t , δ

A(≤5,0) B(3, ≤ 3) C (0,2)

AC

BC

AC : ≤ x
5 + y

2 = 1 2x ≤ 5y + 10 = 0

BC D ( 3
2 , ≤ 1

2 ) A D : x + 13y + 5 = 0

l e = (≤ 4
5 , 3

5 ) O (0,0) A(1, ≤ 2) l

O1 A1 O1A1 = δ e δ
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元

元

锚为装差逻么对称完 对放间与⼏程g陈统与 与，则有元

元

养记 间与⼏程g陈统逻为 ，将点 代章 可且元

元

凑号计算设间⽅程找为与性质⾯构 与，凑号将⽅程读背化简变形可且元

元

景庆是化简找为与性质⾯构 与。元

句⾔ 在被题来{响要确定要对称间直线 ， 以及对称完 ，代章简化间

⽅程 ，养化简找可2元

描述⻙恩Vn描逻换与已知直线 .直线 本于直线 对称，求直线 间⽅程2元

称它合逻数

椭点 是 上 点，其对称点为 ，可且 ， ，符为 在

上，代章 且 ，化简且 2元

称它⼏与元

利⽤公式 ，化简且 2元

描述⻙恩Vn描逻导（素0素素没款款,）椭点 ， ，}直线 本于 对称间直线.圆

有公共点，求 间取值灵根2元

⼋扩数

应且 ，则对称直线着率为 ，可且对称直线⽅程为 ，利⽤ 可且元

元

描述⻙恩Vn描逻析（素015没盾东） 条适线进点 针设，仍 完例针后.圆 相切，求例针

适线所在直线间着率2元

⼋扩数

应且例针适线过点 ，则例针适线为 ，利⽤ ，则 ，么元

或 与

m[x ≤ 2 A
A2 + B2 (A x + B y + C )] + n[y ≤ 2 B

A2 + B2 (A x + B y + C )] + p = 0

l1

l0 l2

P

Q

l0 f (x , y) = A x + B y + C

P [x ≤ 2A
A2 + B2 f (x , y), y ≤ 2B

A2 + B2 f (x , y)]

l1 F (x , y) P l1

F [x ≤ 2A
A2 + B2 f (x , y), y ≤ 2B

A2 + B2 f (x , y)] = 0

l2
m x + n y + p
A x + B y + C

= 2m A + 2n B
A2 + B2

l2

l1 : m x + n y + p = 0 l1 l0 : A x + B y + C = 0
m x + n y + p
A x + B y + C

= 2m A + 2n B
A2 + B2

l1 : 2x ≤ y + 3 = 0 l2 y = ≤ x l2

P (x0, y0) l1 Q (x , y) x0 = x ≤ 2
2 (x + y) = ≤ y y0 = y ≤ 2

2 (x + y) = ≤ x P

l1 l1 2(≤y) ≤ (≤x) + 3 = 0 l2 : x ≤ 2y + 3 = 0

2x ≤ y + 3
x + y

= 4 ≤ 2
2 l2 : x ≤ 2y + 3 = 0

A(≤2,3) B(0,a) A B y = a (x + 3)2 + (y + 2)2 = 1
a

kAB = a ≤ 3
2

3 ≤ a
2 y = 3 ≤ a

2 x + a d < r

a ∈ [ 1
3 , 3

2 ]

(≤2, ≤ 3) y (x + 3)2 + (y ≤ 2)2 = 1

(2, ≤ 3) y = k (x ≤ 2) ≤ 3 d = r 12k2 + 25k + 12 = 0

k = ≤ 3
4 ≤ 4

3
系15
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乱⽐等七体才平弧与已知由圆 （ ）间扣焦点 弦为 ，椭 为 对放间有向⻆， 为 所

在直线间着率，则元

元

布调与 间有向⻆为 ，则 间有向⻆为 ，那焦半径间⻆度公式且元

， 元

所以 元

描述⻙恩Vn描逻换（素01素没器吗,）点 和 分陈是由圆 （ ）间致和扣焦点， 是由圆 间

上凹点， 是直线 .由圆 间新 个你点， 2元

欢1⽣ 求由圆 间离⼼率；元

欢素⽣ 已知 ⾯积为 ，求 和 间值2与元

⼋扩数

欢1⽣ 那题 ；元

欢素⽣ 那（1）且 为等喜三⻆形，展喜⻓为 ，所以直线 间邻着⻆为 ，则

，所以 ，代章解且 ， 2元

t条r明ePtau（素0素素没款,）已知由圆 间上凹点为 ，两个焦点为 和 ，离⼼率为

，过 展垂直于 间直线.你于 和 两点， ，求 间周⻓2与元

元

统计aj

符为 ，所以 为等喜三⻆形，展 为 间来垂线，么元

x2

a2 + y2

b2 = 1 a > b > 0 F A B λ A F k A B

| A B | = | A F | + |BF | = 2a b2

a2 ≤ c2cos2λ
= 2a b2

b2 + c2sin2λ
= 2a b2(k2 + 1)

a2k2 + b2

A F λ BF λ + α

| A F | = b2

a + c cos λ
|BF | = b2

a ≤ c cos λ

| A B | = | A F | + |BF | = b2(a + c cos λ + a ≤ c cos λ )
(a + c cos λ )(a ≤ c cos λ ) = 2a b2

a2 ≤ c2cos2λ
= 2a b2

b2 + c2sin2λ

F1 F2 C : x2

a2 + y2

b2 = 1 a > b > 0 A C

B A F2 C ⇔F1A F2 = 60∨

C

⇏A F1B 40 3 a b

e = c
a

= sin ⇔F1A F2
2 = 1

2
⇔F1A F2 = 60∨ a A B 120∨

| A B | =
2a (a2 ≤ a2

4 )

a2 ≤ a2
4 ∁ cos2120∨

= 8
5 a

1
2 | A F1 | | A B |sin 60∨ = 40 3 a = 10 b = 5 3

C : x2

a2 + y2

b2 = 1(a > b > 0) A F1 F2

1
2 F1 A F2 D E |DE | = 6 ⇏A DE

e = c
a

= 1
2 ⇏A F1F2 DE A F2

系系0
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为答称它与椭设直线⽅程 ，代章级标⽅程与三⻅”第与与元

元

未 ，则 元

/第容证9问平⼒赶技联}可且 ，对 求导且元

元

分陈未 ，可且 ， ，作⽐且元

元

举⾥避什直线间景做是看分⺟，最终花要分离常数，分⺟不能会，所以景帮分⺟传椭直线；元

描述⻙恩Vn描逻换（素017没款,）由圆 （ ），四点 ， ， ，

来让有三点在由圆 上2元

欢1⽣ 求 间⽅程；元

欢素⽣ 椭直线不仍过点 展. 相你于 和 两点，}直线 .直线 间着率和为 ，证明：过定点2元

⼋扩数

欢1⽣ ；元

欢素⽣ 椭 和 ， ，则元

元

联⽴且 ，则元

元

求导且 ，则元

元

所以 ，则 ，化简可且

，所以 ，么直线 过定点 2元

建议综占？ 空计 等草三正看字般座填装征列项占？圆数

描述⻙恩Vn描逻导（素0素系没舍,）已知曲线 间⽅程为 （ ），离⼼率为 ，曲线过点 2元

欢1⽣ 求曲线 间⽅程；元

欢素⽣ 过点 间直线你曲线 于 和 两点，直线 和 . 完你于 和 两点，证明：线今 间来点是定点2元

⼋扩数

欢1⽣ ；元

欢素⽣ 椭 和 ， ，应且元

、 元

y = k x + m
y1 ≤ y0
x1 ≤ x0

+ y2 ≤ y0
x2 ≤ x0

= 2k + [k x0 + m ≤ y0]( 1
x1 ≤ x0

+ 1
x2 ≤ x0

)

t = x ≤ x0
y1 ≤ y0
x1 ≤ x0

+ y2 ≤ y0
x2 ≤ x0

= 2k + [k x0 + m ≤ y0]( 1
t1

+ 1
t2

)

f (x) = A x2 + B x + C = A(x ≤ x1)(x ≤ x2) x

f ℤ (x) = 2A x + B = ≤ A(x1 ≤ x + x2 ≤ x)
x = x0 f (x0) = A(x0 ≤ x1)(x0 ≤ x2) f ℤ (x0) = ≤ A(x1 ≤ x0 + x2 ≤ x0)

≤ f ℤ (x0)
f (x0) = x1 ≤ x0 + x2 ≤ x0

(x1 ≤ x0)(x2 ≤ x0) = 1
x1 ≤ x0

+ 1
x2 ≤ x0

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 a > b > 0 P1(1,1) P2(0,1) P3(≤1, 3
2 ) P4(1, 3

2 )

C

C

l P2 C A B P2 A P2B ≤1 l

x2

4 + y2 = 1

A(x1, y1) B(x2, y2) l : y = k x + m
y1 ≤ 1

x1
+ y2 ≤ 1

x2
= 2k + (m ≤ 1)( 1

x1
+ 1

x2
) = ≤ 1

f (x) = x2

4 + (k x + m)2 ≤ 1 = ( 1
4 + k2)(x1 ≤ x)(x2 ≤ x)

f (0) = m2 ≤ 1 = ( 1
4 + k2)x1x2

f ℤ (x) = x
2 + 2k (k x + m) = ≤ ( 1

4 + k2)(x1 + x2 ≤ 2x)

f ℤ (0) = 2m k = ≤ ( 1
4 + k2)(x1 + x2)

1
x1

+ 1
x2

= ≤ f ℤ (0)
f (0) = ≤ 2m k

m2 ≤ 1
y1 ≤ 1

x1
+ y2 ≤ 1

x2
= 2k + (m ≤ 1) ≤2m k

m2 ≤ 1
= 2k ≤ 2m k

m + 1 = ≤ 1

m = ≤ 2k ≤ 1 A B : y = k (x ≤ 2) ≤ 1 A B (2, ≤ 1)

(x1 ≤ x)(x2 ≤ x) (x1 + x2 ≤ 2x)

C
y2

a2 + x2

b2 = 1 a > b > 0 5
3 A(≤2,0)

C

(≤2,3) C P Q A P AQ y M N MN

x2

4 + y2

9 = 1

P (x1, y1) Q (x2, y2) PQ : y = k (x + 2) + 3

M(0, 2y1
x1 + 2 ) N (0, 2y2

x2 + 2 )
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8圆 ⽣叠位T数

始、⽣叠⺟统j

元

效赢⽣叠⺟统j

元

弧倍⽣叠⺟统与已知 在圆锥曲线 上，则以 为据，点 为凹点间三⻆形⾯积为元

元

布调与那前⾯内容可且⻓度 ，交 ，所以元

元

描述⻙恩Vn描逻换（素01素没给北）已知由圆 间扣凹点为 ，直线 .由圆 你于不同间两点 、

，果 间⾯积为 号，求 间值2元

⼋扩数

直线 过定点 ，凑号可利⽤定点. ，缺线将三⻆形分成上下两需分，两个味呈标间绝对值找为⾼，形成

辅翻⾯积，找 2元

椭 和 ，应且 ，重椭 .由圆联⽴且元

元

可且 ，所以 ，解且 2元

描述⻙恩Vn描逻导（素0素5没款款,）由圆 （ ）间离⼼率为 ，⻓完⻓为42元

欢1⽣ 求 间⽅程；元

欢素⽣ 过点 间直线. 你于 . ， 为呈标原点，} ，求 2元

⼋扩数

S⇏ ABC = 1
2 d ∁ h

A

C

B

d

h

A

C

B

⇏x

⇏y S⇏ ABC = 1
2 ⇏x ∁ ⇏yx = 1

2 ⇏y ∁ ⇏xy
⇏yx

⇏xy

A B ∠ A B : y = k x + m P (x0, y0)

S⇏PAB = 1
2 | A B | ∁ dP≤AB = 1

2 |k x0 + m ≤ y0 | ∁ ⇏
| A |

| A B | = 1 + k2 ⇏
| A |

dP≤AB = |k x0 + m ≤ y0 |

1 + k2

S⇏PAB = 1
2 | A B | ∁ d = 1

2 |k x0 + m ≤ y0 | ∁ ⇏
| A |

x2

4 + y2

2 = 1 A y = k (x ≤ 1) C M

N ⇏A MN
10
3 k

MN (1,0) A

S⇏ AMN = 1
2 ∁ 1 ∁ |yM ≤ yN |

M(x1, y1) N (x2, y2) S⇏ AMN = 1
2 |y1 ≤ y2 | MN : x = m y + 1

(2 + m2)y2 + 2m y ≤ 3 = 0

⇏ = 16m2 + 24 S =
2 m2 + 3

2
m2 + 2

= 10
3 k = 1

m
= ± 1

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 a > b > 0 2
2

C

(0, ≤ 2) l C A B O S⇏OAB = 2 | A B |
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元

初曲线刚才间构造过程.由圆刚才恩全 红元

怎释构右侧与已知点 在近查线 上，点 和 为近查线 上两会点2元

将图润眼 平移，可且 ，读背且元

元

符为 ，所以 ，化简可且 ，椭 ，构造

，化简整理且元

元

描述⻙恩Vn描逻换（素015没⽉⻄）由圆 （ ）仍过点 ，展离⼼率为 2元

欢1⽣ 求由圆 与间⽅程；元

欢素⽣ 仍过点 ，展着率为 间直线.由圆 你于不同间两点 ， （双异于点 ），证明：直线 . 间着率

之和为素2元

⼋扩数

欢1⽣ ；元

欢素⽣ 眼 较⾏平移且 ，椭 过 ，所以 ，构造

，化简且元

元

那属达定理 2元

直线原基过间定点即要平移2元

描述⻙恩Vn描逻导（素017没款,）由圆 （ ），四点 ， ， ，

来让有三点在由圆 上2元

欢1⽣ 求 间⽅程；元

欢素⽣ 椭直线不仍过点 展. 相你于 和 两点，}直线 .直线 间着率和为 ，证明：过定点2j

⼋扩j

欢1⽣ ；元

欢素⽣ 眼 较⾏平移且 ，椭 ，构造 ，

化简且元

元

那属达定理 ，化简且 ，对⽐且 过定点 ，么过定点 2元

1 + 2y0n
b2 k2 + 2( x0n

a2 + y0m
b2 )k + 1 + 2x0m

a2 = 0

P (x0, y0) ∠ : y2 = 2px A B ∠

PO = (≤x0, ≤ y0) ∠ℤ : (y + y0)2 = 2p (x + x0)

y2 + 2y0y + y2
0 = 2px + 2px0

P (x0, y0) ∈ ∠ y2
0 = 2px0 y2 + 2y0y ≤ 2px = 0 Aℤ Bℤ : m x + n y = 1

y2 + (2y0y ≤ 2px)(m x + n y) = 0

(1 + 2y0n)k2 + (2y0m ≤ 2pn)k ≤ 2pm = 0

E : x2

a2 + y2

b2 = 1 a > b > 0 A(0, ≤ 1) 2
2

E

(1,1) k E P Q A A P AQ

x2

2 + y2 = 1

AO = (0,1) Eℤ : x2

2 + y2 ≤ 2y = 0 Pℤ Qℤ : m x + n y = 1 (1,2) m + 2n = 1

x2

2 + y2 ≤ 2y (m x + n y) = 0

(1 ≤ 2n)k2 ≤ 2m k + 1
2 = 0

kAP + kAQ = 2m
1 ≤ 2n

= 2(1 ≤ 2n)
1 ≤ 2n

= 2

C : x2

a2 + y2

b2 = 1 a > b > 0 P1(1,1) P2(0,1) P3(≤1, 3
2 ) P4(1, 3

2 )

C

C

l P2 C A B P2 A P2B ≤1 l

x2

4 + y2 = 1

P2O = (0, ≤ 1) Cℤ : x2

4 + y2 + 2y = 0 lℤ : m x + n y = 1 x2

4 + y2 + 2y (m x + n y) = 0

K (k) = (1 + 2n)k2 + 2m k + 1
4 = 0

kP2 A + kP2B = ≤ 2m
1 + 2n

= ≤ 1 2m ≤ 2n = 1 lℤ (2, ≤ 2) l (2, ≤ 1)
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